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1. Ubungsbetrieb

zU X
Klausurergebnisse am Wochenende o
Ubersicht:
Klausureinsicht: )
1. Ubungsbetrieb: Klausureinsicht Midterm
Termin: Voraussichtlich
Freitag, der 25.1.13 2. Thema: Arbeitsblatt 4, Rekursionsgleichungen.
Anmeldung: Formlos per Mail an die Ubungsleitung. 3. Vorbereitung:  auf TA Blatt 12

Anmeldetermine: Dienstag, 22.1.2013 bis
Donnerstag, 24.1.13, 16 Uhr

Klausureinsicht: Ablauf siehe Ubungswebseite
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2. Thema: Arbeitsblatt, Rekursionsgleichungen 2. Thema: Arbeitsblatt, Rekursionsgleichungen

2.1 Beispiele von Rekursionen 2.1 Beispiele von Rekursionen

Erinnerung: )
Lukaszahlen auf Ubungsblatt 5, HA 4:
Fiir alle n € Ny definieren wir

1+\/?] n 1_\/317

@ Zeigen Sie mit direktem Beweis fiir alle n € N die Gleichung

Lr1+l :L:1+Lnfl- @

@ Man zeige mit vollstéandiger Induktion, dass L,, fir jedes
n € Ny eine natirliche Zahl ist.
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Schreibweise der Rekursion nach Vorlesung:

fn+2 - fnirl - fn =0, vn > 0.

Losung der vollstandigen Rekursionsgleichung:

ZU Ds - zU Ds -
m (©Dr. Werner Meixner L-X m (©Dr. Werner Meixner h\




Lésung der vollstindigen Rekursionsgleichung:

Schreibweise der Rekursion nach Vorlesung:
fn+2 - fJH»l - fn =0, Vn > 0.

Die Rekursion kann als induktive Definition einer Folge (f,.)n>0
dienen.
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Losung der vollstandigen Rekursionsgleichung:

Schreibweise der Rekursion nach Vorlesung:

fn+2 - fn+l - fn =0, vn = 0.
Die Rekursion kann als induktive Definition einer Folge (f,.)n>0
dienen.

Die Rekursionsgleichung hat die folgenden Eigenschaften:

linear: multiplikative Koeffizienten
konstante Koeffizienten: 1,-1,-1
homogen: rechte Seite ist gleich 0
Ordnung 2: bis zum 2ten Indexvorganger.

Anfangsbedingungen:

fo=2. fi=1.
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Beispiel

Lésung der vollstindigen Rekursionsgleichung: Fibonaccizahlen:

_ 145\ 1=\
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Beispiel

Losung der vollstandigen Rekursionsgleichung: Eibonaccizahlen:

AT AN A A N

Unter der vollstindigen Rekursionsgleichung versteht man die
Rekursionsgleichung zusammen mit den Anfangsbedingungen
(siehe Arbeitsblatt 4).

Rekursionsgleichung wie bei Lukaszahlen.
Anfangsbedingungen: fo =0, f1 = 1.
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2.2 Arbeitsblatt 4: Lésung homogener linearer Rekursionen
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Beispiel Lukaszahlen:
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Zur allgemeinen Ldsung der Gleichung (1)
stellen wir zunachst das charakteristische Polynom qR(:_) auf
und bestimmen dessen Nullstellen.
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(Forts. Allgemeine Lésung)

Die Folge (fn)n>0 ist genau dann eine Losung der Rekursion (1),
wenn es Zahlen ¢; ; fir i =1,2,.. ., EFund j=0,1,..., d; — 1 gibt,
so dass fiir alle n > 0 gilt:
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Beispiel Lukaszahlen: Spezielle Losung

Allgemeine Losung: Fiir jeden Koeffizientenvektor (¢; ;) der Lange d erhdlt man mit

Formel (3) eine spezielle Lésung der Rekursion (1).

Fiir beliebig vorgegebene Zahlen ag, ay, ..., ag_1

kann man die Parameter ¢; ; so wéhlen, dass die folgenden
Gleichungen als sogenannte Anfangsbedingungen der
Rekursionsgleichung erfiillt sind.

fo = pi(n)-af + pa(n) - a3

= (cr0) - of + (c20) - af

n n
14++5 1—-+5 fo=ag, fi=a1, ..., fo_1=a4_1.

c10° 5 420 3
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Beispiel Lukaszahlen:

Beispiel Lukaszahlen:

Allgemeine Losung:

fo = piln)-af +pa(n) - af

n

= (ecro)-of +(ca0) - af

n

VAN 1—5

= 0 + 20 ,

' 2 2
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Beispiel Lukaszahlen:

Allgemeine Losung
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fn = pin)-af +pn)-al.

Erzeugende Funktion einer speziellen Lésung
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Bemerkung:
Im Allgemeinen wird das Gleichungssystem mit Methoden der
linearen Algebra gelost.
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Erzeugende Funktion einer speziellen Lésung

Die erzeugende Funktion F'(z) einer speziellen Ldsung (f,,)n>0 der
Rekursion (1) mit den Anfangsbedingungen (5) ist gleich der
rationalen Funktion

(6)

q(z)
mit dem zum charakteristischen Polynom (2) reflektierten Polynom
a2V =1+ qz+ g+ ... +qu? (7)

und einem Polynom p(z), das sich aus dem Ansatz der
vollstindigen Rekursion ergibt.
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Vollstandige Rekursion

Zz0 DS
TUT e werner veicnr

fo = o

fi+tq-fo = e
f+a-fi+taqfo = e
ficr+ oot ga-fo = eqmn
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Beispiel Lukaszahlen:

Berechnung der erzeugenden Funktion £'(z).
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Dabei sind die Parameter ¢; mit den Anfangsbedingungen (5)
durch die folgenden Gleichungen verkniipft.

agq .
ay + qragp,
as + qra1 + gaagp

ag—1+ ... +qd—1-ao.

3. Vorbereitung TA Blatt 12
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3. Vorbereitung TA Blatt 12
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Seien (an)n>0 und (by)n>0 zwei Folgen reeller Zahlen. Weiter seien
A(z) und B(z) entsprechend ihre erzeugenden Funktionen, d.h.

Alz) = ianz” bzw. B(z) = ibn;”ﬁ
n=>0

n=0

Zeigen Sie, dass die nachfolgend angegebenen Folgen (c,),>0 und
ihre erzeugende Funktion C(z) =3>">7  ¢,2" jeweils die
angegebene Beziehung erfiillen.
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@ Mit ¢, := a, 1 fiir alle n € Ny gilt

) 1
C(z) = —(A(z) — ao).

Z
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(1] Mit Cp 1= Up +bn fiir alle n € NO gllt

C(z)=A(z)+ DB(z).
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Q@ Mit ¢y :=0und ¢, := a,_ fir alle n € N gilt

C(z)=2z-A(z).
(¢(’:) = Z::l 12"

=37, ap it = 2. (32 pa,z") = z- A(z).

Begriindung: Operationen im Ring der formalen Potenzreihen.
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Q Mit ¢, :=(n+1)-a, fur alle n € Np gilt

g Q@ Mit Mit ¢, ;= n - a,, fir alle n € Ny gilt
(f’(z):d—k(z-fl(z)). d
2 C(z)=z-—A(z).

dz
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0 Mit ¢, :=>_1" ( a; fiir alle n € Ny gilt

A(z)
1—z"

C(2) = Q@ Mit ¢, := > jab,_; fur alle n € Ny gilt
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