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1. Thema: Markov-Ketten

Vorbemerkungen:
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Beispiel 1: Markov-Diagramme als endliche Automaten
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= Zentrale Begriffe:

Folge von Zufallsvariablen (X¢)icn, heiBt eine Markov-Kette mit
diskreter Zeit,

wenn die ,,Markov-Bedingung" erfiillt ist.

Im zeithomogenen Fall bedeutet dies in etwa, dass die
Markov-Kette mit einem Markov-Diagramm definiert werden kann,
so dass also die Ubergangswahrscheinlichkeiten lediglich von den
momentanen Zustinden abhingen.

Der Zustandsraum sei S.
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Beispiel 1: Markov-Diagramme als endliche Automaten
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Mit @ = . entsprechen die akzeptierten Warter in diesem
Automat genau den Pfaden im folgenden Markov-Diagramm vom
Zustand 0 in den Zustand 3.
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Zentrale Begriffe:

Folge von Zufallsvariablen (X¢)icn, heiBt eine Markov-Kette mit
diskreter Zeit,

wenn die ,,Markov-Bedingung" erfiillt ist.

Im zeithomogenen Fall bedeutet dies in etwa, dass die
Markov-Kette mit einem Markov-Diagramm definiert werden kann,
so dass also die Ubergangswahrscheinlichkeiten lediglich von den
momentanen Zustinden abhingen.

Der Zustandsraum sei S.
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Beispiel 1: Markov-Diagramme als endliche Automaten B
0 2 %
= Zentrale Begriffe:

0

m 9 3 @:} Folge von Zufallsvariablen (X¢)icn, heiBt eine Markov-Kette mit
—{ 0 1 2 3 3 i i
1 v v diskreter Zeit,

wenn die ,,Markov-Bedingung" erfiillt ist.

Mit @ = . entsprechen die akzeptierten Warter in diesem
Automat genau den Pfaden im folgenden Markov-Diagramm vom

Im zeithomogenen Fall bedeutet dies in etwa, dass die
Zustand 0 in den Zustand 3 Markov-Kette mit einem Markov-Diagramm definiert werden kann,
ustan hden custand 2. so dass also die Ubergangswahrscheinlichkeiten lediglich von den

1/2 1/2 momentanen Zustinden abhingen.
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Der Zustandsraum sei S.
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Beispiel 2:

Fiir Beispiel 1:
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Beispiel 2:
Zufallsvariable (Z;)icw, der TA 3.1.

Die Verteilungsdichte fz, einer Zufallsvariablen Z; wird aus Zj
errechnet durch Matrixmultiplikation

sz':on’P?'-

wobei P die Ubergangsmatrix des definierenden
Markov-Diagramms sei.

fz, wird hier als Zeilenvektor von Wahrscheinlichkeiten fiir die
Annahme der einzelnen Zustinde aufgefasst.

Zusatzlich muss die Anfangsverteilung fiir 7 gegeben sein.
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Man beachte, dass die Ergebnisse, die von Markov-Ketten
angenommen werden, unendliche Zustandsfolgen
(5058152 8n,-.. ) € S0 =Q sind.
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Die diskreten Zufallsvariablen T; ; bzw. T} fiir i, j € Ny mit
15 =min{n = 1; X, = j, wenn Xp =i},

T; = min{n > 1; X,, =4, wenn Xg =i},

heiBen Ubergangszeit bzw. Riickkehrzeit .
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Man beachte:
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Man beachte:
Die Dichtefunktionen fr, . und fr, haben also den ) ) ) o )
L . 4 T;; und T; sind bedingte Zufallsvariable, die fiir Markovketten mit
Definitionsbereich Ny U {+o0} . S - . . . .
Xo # i undefiniert bleiben kénnen, weil die Gesamtheit dieser
Markov-Ketten mit Xy # i in dem durch X = i bedingten
Wahrscheinlichkeitsraum ein Ereignis mit Wahrscheinlichkeit 0
darstellt. g
Wir entfernen aus Q alle Ergebnisfolgen mit Xy # ¢ und definieren
den bedingten Ergebnisraum Qx ;) = Q\ {(X¢)ren, 1 Xo # i}

Dann gelten
T;_j : Q(Xg:i) — NopU{+occ} und T : Q(Xg:i) — NoU {+20}.
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Die folgenden Eigenschaften einer Markov-Kette hingen
" - . ausschlieBlich von der Struktur des Ubergangsdiagramms ab.
1.1 Ankunfts- und Riickkehrwahrscheinlichkeit (Siehe auch Satz 32 der Vorlesung!)

Auf die Zufallsvariablen T; ; und T; stiitzen sich die Begriffe

Ankunftswahrscheinlichkeit bzw. Riickkehrwahrscheinlichkeit

f""}j bZW. f?' .

Es gelten f;; = Pr[l;; < +oc] und f; = Pr[T; < +o¢].
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fij =0bzw. f; =0:

Es gibt keinen Pfad vom Knoten i nach Knoten j
bzw. von © zuriick auf sich selbst.
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Abgeleitete Eigenschaften fiir Zustande i € S:
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Berechnung der Ankunfts- und Riickkehrwahrscheinlichkeiten:
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Berechnung der Ankunfts- und Riickkehrwahrscheinlichkeiten:

Bei gegebener zeithomogener diskreter Markov-Kette
(Ubergangsmatrix) kénnen alle f; ; und f; durch folgendes
Verfahren gefunden werden:

1. Man bestimme, fiir welche 7, j die Gleichungen f; ; =0, f;; =

bzw. f; =0, fi =1 gelten.

S
2. Man |&se fir die verbleibenden Wahrscheinlichkeiten die
Gleichungen

fij = p-i‘j‘*'zpi,kfk,j falls i 5 7,
Py

fio = piit+ Y pikfei-
P

Bemerkung: Wir kénnen die Gleichungen ,,zeilenweise “ |&sen.
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1.2 Erwartungswerte von T ; und T; : 1.2 Erwartungswerte von T; ; und T}
Erwartete Ubergangszeit: hij = E[1; 4].
Erwartete Riickkehrzeit: h; = E[T3].

Beispiel: HA 3.1(c), TA 4.2

Es gilt: s

Falls |S] < oc, dann existieren die Erwartungswerte h; j bzw. h;
genau dann, wenn f; ; = 1 bzw. f; = 1 gilt.
Die Berechnung erfolgt mit Gleichungssystem

hijg = 1+ pirhe, fallsi#j,
kst

hi 1+ pikhe.
ki
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2.1 Tipps zu HA 4.1(b)

2. Vorbereitung auf HA von Blatt 4
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Eliminationsschritt nach:

Einige Anfangswerte: E
Ap(n) = Ap(n —1)+ Ag(n —2),

As(n) = Aa(n—1)+ Ag(n —2).
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Eliminationsschritt nach: Zusammenfassung:

Ao(n) = Ag(n — 1)+ Ag(n —2),
As(n) = Az(n—1)+ Ag(n —2).

Mit Elimination des inhomonogenen Anteils A fiir die Rekursion
von As nach Vorlesung DS folgt:

As(n) = As(n—1)+ Agln —2),

As(n+1 As(n) + Ap(n — 1
As(n + 1)+ Aa(n) = Az(n)+ Aa(n —1
(
(n+

)

) ),

) )+
As(n+1) = As(n—1)+ Ag(n),

) )

)

)

Ao(n),

As(n+2) = As(n+ 1)+ Ag(n), m
Agn+2) — As(n+1) = As(n+1)— As(n—1),
As(n+3) = 2A43(n+2) — Ag(n).
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e 2.2 Tipps zu HA 4.1(c), Berechnung mit Gleichungssystem
-

Es gibt nun die entsprechende geschlossene Darstellung aller
Lésungen.
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Gleichung fiir /oy 3:

ha = 1+ piihes
kA3
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Gleichung fiir hg 3:

hag = 1+ZP2,khk,3
k23
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Gleichung fiir Ay a: = Gleichung fiir hg 3:
hi 3 1+ Zpl chia & hez = 1+ ZPQ,khk,a
’ k#£3 o k#3

1+ prohos +prihis + prahags

1 1
1+§~f10’3+0-f11_3+§~h2‘3,

1 1
1+=-17 — . has.
+2 10,3+2 2.3

ZU DWT 2.2 Tipps zu HA 4.1(c), Berechnung mit Gleichungssystem
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Gleichung fiir /o 3:

—
haz = R CRUTE

] ] 23

2.0h0,3 + p2,ihi g + paohas
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Einige Anfangswerte:
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2.1 Tipps zu HA 4.1(b)

Fiir das Markov-Diagramm in Beispiel 1 berechnen wir mit
Zustdnden qp = 0,q1 = 1, g2 = 2, g3 = 3 fiir alle n € Ny die
Mengen bzw. MengengréBen

ol
17HWn

2(n

(
(
(
(

)
)
)
3(n)
wie folgt.
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Einige Anfangswerte:
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