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1. Termine, Fragen, Anregungen? Tablet PC Edition
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Aktuelle Fragen, Anregungen?
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2. Thema: Zirkuldres Rechnen o ﬁ o m ﬁ
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Ganze Zahlen a,b € Z nennt man
Davon abgeleitet ist die Definition der

kongruent modulo m, mit m € N, i. Z. Operation mod : Z x N — Z:

a=b (modm),

falls sich @ und b um ein ganzzahliges Vielfaches von m
unterscheiden, d. h.,

falls es ein k £ Z gibt, so dass gilt
a=b+k-m.

Man schreibt auch a =, b fir a = b (mod m).
=,, ist eine Aquivalenzrelation lber Z,
ja sogar eine , . Kongruenzrelation ",
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2.1 Rechengesetze modulo - ) @ Zu beweisen ist: )
) 8 " (a+ b)modm = [(amodm) + (bmodm)| modm .
Zeigen Sie fir alle a,b € Z und m € N:
a = amodm (mod m), (1)
(a+b)modm = [(amodm)+ (bmodm)lmodm, (2)
(a-b)modm = [(amodm) - (bmodm)] modm. (3)
%]D[:.SWerner Meixner 1 Hechengesstzs moddle Ex %JDDr.SWerner Meixner E\
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Esgilt 0 <x,y < m und B " Esgilt O <,y < m und " "
=] A =] o A O
r = a+b+ky-m, ..... r = a+b+kym, .....
y = (amodm)+ (bmodm)+k,-m, y = (amodm)+ (bmodm)+k, -m,
(amodm) = a+kq-m, (amodm) = a+ke-m,
(bmodm) = b+ky-m (bmodm) b+ ky-m

fir gewisse kq. kp. kz. by € Z und es folgt
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fiir gewisse kg, kp. kz, by € Z und es folgt

y = a+hkg-m+b+hy-m+hy,om
= T —hky-m+ke-m+ky-m+ky-m
= o+ (ka+ky+ky—ky)-m

T+ k-m.

Wegen 0 < 2,y < m folgt = = y.
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2.1 Rechengesetze modulo m
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2.2 Ganzzahlige Division (i) 5 div 4
In enger Beziehung zur mod-Operation steht die
ganzzahlige Division a div m zweier Zahlen a € Z, m € N.
Es gilt
a= (adivm)-m + (amod m).
Berechnen Sie:
(i) 5div 4, (i) (=5) div 4, (iii)  (—x) div 1.
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(i) (—x) div 1:
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3. Zihlen der Elemente von Mengen

3.1 Z&hlen von Relationen und Mengen
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(i) (=5) div 4
Seien a = —5 und m = 4.
Dann gilt

((=5)divd)-4 = —5—((=5)mod4)
(=5 — ((=5 + 8)mod 4))

= (-5-3)=-8.

Es folgt (—5)divd = 2.
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2.2 Ganzzahlige Division
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(i) (=5) div 4: Tt
Seien @« = —5 und m = 4.

Dann gilt

((=5)divd)-4 = —5—((—5)mod4)
(=5 —((- 5+8)mod4))

= (-5-3)=

Es folgt (—5)divd = —2.
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2.2 Ganzzahlige Division
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2.2 Ganzzahlige Division

In enger Beziehung zur mod-Operation steht die
ganzzahlige Division a divm zweier Zahlen a € Z, m € N.
Es gilt

a = (adivm)-m + (amod m).

Berechnen Sie:

() 5divd, (i) (=5)div4, (i) (=
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2.2 Ganzzahlige Division

x) div 1.
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3. Zihlen der Elemente von Mengen

3.1 Z&hlen von Relationen und Mengen

Sei M = {1.2,...,

@ Wie viele Relationen liber M gibt es?

m}. Wir betrachten die Menge aller Relationen
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@ Wie viele Relationen iiber M mit k € Ny Elementen gibt e.s'?
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@ Wie viele reflexive Relationen iiber M gibt es? @ o
=] =]
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© Wie viele reflexive Relationen iiber M gibt es? o

Losung:

Zur Konstruktion einer reflexiven Relation tiber A entfernt man
zunachst aus M x M alle i Paare (x, ') der Identitat Idyy,

nimmt dann eine Teilmenge der Restmenge und

fugt anschlieBend alle Paare der Identitat wieder hinzu.
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@ Wie viele reflexive Relationen iiber M gibt es? @

Losung:

Zur Konstruktion einer reflexiven Relation iiber M entfernt man
zunachst aus M x M alle m Paare (&, x) der Identitat Id;y,

nimmt dann eine Teilmenge der Restmenge und
fugt anschlieBend alle Paare der Identitdt wieder hinzu.

Man beachte, dass das abschlieBende Hinzufiigen der Identitit eine
injektive Operation darstellt.

Entsprechend erhdlt man die
Anzahl anz,.¢gre der reflexiven Relationen iiber A wie folgt.

anzrefREl(in"f) = "P ((ﬂ,[ X j[) \ IdM') ‘ _ QmQ—m.

g O
© Wie viele reflexive Relationen iiber M gibt es? o o
Losung: fa "

Zur Konstruktion einer reflexiven Relation tiber M entfernt man
zunachst aus M x M alle m Paare (x, ) der Identitat Id;y,

nimmt dann eine Teilmenge der Restmenge und
fugt anschlieBend alle Paare der Identitat wieder hinzu.

Man beachte, dass das abschlieBende Hinzufiigen der ldentitat eine
injektive Operation darstellt.

Entsprechend erhilt man die
Anzahl anz,.¢rer der reflexiven Relationen liber M wie folgt.

anzrefREE(ﬂ-f) = |P ((ﬁ[ % ﬂ.[) \ Idjw) | _ 27?127m .
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= Losung: B g "

Q@ Sei A eine n-elementige Menge und
es sei B eine m-elementige Teilmenge von A.

Wie viele Teilmengen C' von A gibt es, die B enthalten, fiir
den Fall n =5 und m = 27

Geben Sie eine Formel fiir den allgemeinen Fall n,m € Ny an
und begriinden Sie diese Formel.
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3.2 Zahlen von Abbildungen
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Aquivalenzrelationen mit
1 Klasse: P =1{{0.1.2}}
) ! i ’ @ Wie viele Partitionen gibt es iiber M7
Aquivalenzrelationen mit
2 Klassen: Py ={{0}.{1,2}}.
P2,2 = {{1} {Oa 2}}
Pag = {2} {1,0}}
Aquivalenzrelationen mit
3 Klassen: Py = {{1}.{2}. {0} }.
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Q Gibt es eine Aquivalenzrelation iiber der leeren Menge?
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© Wie viele surjektive Abbildungen f von M auf M’ = {1,2F _ - :
gibt es?
z0 ps
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Q Gibt es eine Aquivalenzrelation iiber der leeren Menge?

Losung:
Falls M = 0, )
dann ist R = () eine Aquivalenzrelation iiber M.

Aus () x () = @ folgt,
dass ) die einzige Relation iiber () ist.
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© Wie viele surjektive Abbildungen f von M auf M’ = {1,2F _

gibt es?
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o K @ Geben Sie alle Variationen von M an!
© Wie viele injektive Operationen f: M — M gibt es? CR Die Begriffe k-Variation und k-Permutation sind synonym. m .N
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@ Geben Sie alle Variationen von M an! o
Die Begriffe k-Variation und k-Permutation sind synonym. B .\ m 5.

Losung:

Eine i-Variation (k-Permutation) einer Menge A wurde als
Sequenz q1,qa, . . ., qr der L3nge k von paarweise verschiedenen
Elementen ¢; aus A definiert.

Eine Ek-Variation mit &k = | A

wird Permutation von A genannt.
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Fall ik = 3 (Permutationen):

Wir erhalten die folgenden 6 Abbildungen fi1. fo... .. fs.

1 2 3
A0 1 2
f2l0 21
fall 0 2
fall 20
f=12 01
fol2 1 0

zU DS 3.2 Zihlen von Abbildungen
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