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Definition 3.10
Eine CFG heiBt rechts-linear gdw jede Produkion von der Form

A—aB oder A—e st

Eine CFG heiBt links-linear gdw jede Produkion von der Form
A— Ba oder A — e st

Lemma 3.11

Die rechts-linearen und links-linearen Grammatiken erzeugen
Jjeweils genau die reguldren Sprachen.

Beweis: Ubung!
Korollar 3.12

Die reguldren Sprachen sind eine echte Teilklasse der kontextfreien

Sprachen.

3.2 Induktive Definitionen, Syntaxbaume und Ableitungen

© Beispiel: Balancierte Klammern
@ Induktive Definitionen und Syntaxbdume allgemein

© Aquivalenz von Ableitung, Syntaxbaum und induktiver
Erzeugung




Beispiel 3.13
S—e|lS]]|SS
Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten

Klammerworter in {[,1}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Spache L (.5):

Beispiel 3.13

S —e|[S]]SS

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerworter in {[,]}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Spache L (S):

€ € La(S)
u € Lg(S) = [ul € Lg(S)
uwe€ La(S)Av e Lg(S) =  uv & Lg(S)

Beispiel 3.13

S| [S1]SS

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerworter in {[,1}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Spache L(S):

e € La(S)

we La(S) — [u] € La(S)

Beispiel 3.13

S se|[S1]SS

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerworter in {[,]}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Spache L (S):

e € La(S)
u€ Lg(S) = [u] € Lg(5)
ue La(S)AveLg(S) = wuvé&E Lg(S)

Damit gilt zB:
€ € Lg(S) = [ € Lg(5)




Bemerkungen
@ Die Produktionen (—) erzeugen Worter top-down,
d.h. von einem Nichtterminal zu einem Wort hin.
@ Die induktive Definition ( = ) erzeugt Worter bottom-up,
d.h. sie setzt kleinere Worter zu gréBeren zusammen.

Bemerkungen
@ Die Produktionen (—) erzeugen Warter top-down,
d.h. von einem Nichtterminal zu einem Wort hin.

Bemerkungen
e Die Produktionen (—) erzeugen Worter top-down,
d.h. von einem Nichtterminal zu einem Wort hin.
@ Die induktive Definition ( = ) erzeugt Worter bottom-up,

@ Die induktive Definition ( = ) erzeugt Warter bottom-up,
d.h. sie setzt kleinere Worter zu groBeren zusammen. d.h. sie setzt kleinere Worter zu groBeren zusammen.

@ Die induktive Definition betrachtet nur Worter aus 7.

Bemerkungen
e Die Produktionen (—) erzeugen Warter top-down,
d.h. von einem Nichtterminal zu einem Wort hin.

@ Die induktive Definition betrachtet nur Wérter aus *.




Zur induktiven Definition von Lg(S) gehdrt ein Induktionsprinzip: Zur induktiven Definition von Lg(S) gehdrt ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle u € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt, Um zu zeigen, dass fiir alle u € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,
dh Vu € La(S). P(u), zeige:
P(e)
Plu) =—  P([ul])
Zur induktiven Definition von Lg(S) gehodrt ein Induktionsprinzip: Zur induktiven Definition von Lg(S) gehort ein Induktionsprinzip:
Um zu zeigen, dass fiir alle u € Lg(S) eine Eigenschaft PP(u) gilt, Um zu zeigen, dass fiir alle u € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,
dh Yu € L (S). P(u), zeige: dh Yu € L (S). P(u), zeige:
P(e) P(e)
Plu) = P([u]) Plu) = P([u])
PluynPlv) =— Pluv) PluynPv) = Plu)

»Induktion iiber die Erzeugung von u"




Zur induktiven Definition von Lg(.5) gehdrt ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle u € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,

dh Vu € Lg(5). P(u), zeige:

P(e)
Plu) = P([ul)
PluyANPlv) =  P(uv)

»Induktion liber die Erzeugung von u"

Lemma 3.14
Alle w € Lg(S) enthalten gleich viele [ wie ].

Zur induktiven Definition von Lg(S) gehodrt ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle w € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,

dh Vu € Lg(S). P(u), zeige:

Pe)
Plu) = P([ul)
P(u) A P(v) — P(uv)

»Induktion iiber die Erzeugung von u"

Lemma 3.14
Alle uw € Lg(S) enthalten gleich viele [ wie ].

Beweis:
Mit Induktion iiber die Erzeugung von u:

@ centhdlt O [und ].
e Enthilt u gleich viele [ wie ], so auch [u].

e Enthalten v und v gleich viele [ wie 1, so auch uw.

Zur induktiven Definition von Lg(.S) gehért ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle u € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,
dh Vu € Lg(S). P(u), zeige:

P(e)
Pu) = P([u])
Plu)yAPlv) =  Pluv)

»Induktion iiber die Erzeugung von u"

Lemma 3.14
Alle w € Lg(S) enthalten gleich viele [ wie ].

Beweis:
Mit Induktion iiber die Erzeugung von u:

Hinweis
Die Aussagen
Yo e M. P(x)

und
Ve.ze M = P(x)

sind logisch dquivalent.




H_mwels Definition 3.15
Die Aussagen Prifix:

Vo e M. P(r) w=w & duouw=—w

und
Ve.re M = P(x)

sind logisch dquivalent.
Der Allquantor wird dann oft weggelassen:

re M = P(x)

Definition 3.15 Definition 3.15
Prafix: Prafix:
u=w <= Juouv =w u=w & dJv.uv=w
Anzahl der Vorkommen: Anzahl der Vorkommen:
#q(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w #q(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Fiir unser Beispiel filhren wir zwei Abk. ein:

A(w) = #(w) B(w) :=#4(w)




Definition 3.15
Prafix:
u=w &= dJv.uw=w

Anzahl der Vorkommen:

#a(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Fiir unser Beispiel fiihren wir zwei Abk. ein:
Aw) := #(w) B(w) = #;5(w)

Wir nennen w € {[,]1}* balanciert gdw
(1) A(w) = B(w) und

Definition 3.15
Prafix:
uw=w & dv.uv=w

Anzahl der Vorkommen:

#o(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Fiir unser Beispiel fithren wir zwei Abk. ein:
A(w) := F(w) B(w) := #7(w)

Wir nennen w € {[,1}* balanciert gdw
(1) A(w)= B(w) und
(2) fur alle Préfixe u von w gilt A(u) > B(u)

Definition 3.15
Prafix:

Anzahl der Vorkommen:

#q(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Fiir unser Beispiel fiihren wir zwei Abk. ein:
A(w) = F#(w) B(w) == #(w)

Wir nennen w € {[,1}* balanciert gdw
(1) A(w) = B(w) und
(2) fiir alle Prafixe u von w gilt A(u) > B(u)

e Balanciert: [], [[1], (101, [CO101101]

Satz 3.16
Die Grammatik S — ¢ | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u e Lg(S) = wu balanciert:




Satz 3.16

Die Grammatik S — ¢ | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = wu balanciert:
Mit Ind. iiber die Erzeugung von u.

Satz 3.16
Die Grammatik S — ¢ | [S] | S5 erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = u balanciert:

Mit Ind. {iber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

EEp=Re —= p=c¢

Satz 3.16

Die Grammatik S — € | [S]1 | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Wérter.

Beweis:

u € Lg(S) = wu balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

€ pe€

Satz 3.16

Die Grammatik S — ¢ | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Wérter.

Beweis:

u e Lg(S) = wu balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).
e pRe = p=¢ = A(p) = B(p)

[u]: Seip =< [u]




Satz 3.16
Die Grammatik S — ¢ | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = wu balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

e p=e = p=e = A(p) =
[u]: Seip =< [u]

Fall p=¢ A(p) = B(p)

Fall p = [ul:

B(p)

Satz 3.16

Die Grammatik S — ¢ | [S] | S5 erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = u balanciert:
Mit Ind. {iber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).
e p=e = p=c = A(p) = B(p)
[ul: Seip =< [u]
Fall p =€ A(p) = B(p)
Fall p=[ul: A(p) = A(u)+1=B(u)+1=

Satz 3.16

Die Grammatik S — € | [S]1 | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Wérter.

Beweis:

u € Lg(S) = wu balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).
B(p)

€ pRe = p=e = A(p)
[u]: Seip = [u]
Fall p=¢: A(p) = B(p)
Fall p=[ul: A(p)=A

(u)+ 1=

Satz 3.16

Die Grammatik S — ¢ | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Wérter.

Beweis:
u e Lg(S) = wu balanciert:
Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).
e pRe = p=¢ = A(p) = B(p)
[u]: Seip =< [u]
Fall p=e: A(p) = B(p)
=A

Fall p = [ul: A(p) (u)+ 1= B(u)+ 1= B(p)




Satz 3.16

Die Grammatik S — ¢ | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:

u € Lg(S) = wu balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

e p=e = p=¢ = A(p) = Bl(p)

[u]: Seip =< [u]
Fall p=¢ A(p) = B(p)

Fall p= [ul: A(p) = A(u) + 1 = B(u) + 1 = B(p)
Fall p = [q mit g < w:

Satz 3.16

Die Grammatik S — ¢ | [S] | S5 erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:

u € Lg(S) = u balanciert:

Mit Ind. {iber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).
e pRe = p=¢ = A(p)= Blp)

[ul: Seip =< [u]

Fall p =€ A(p) = B(p)

Fall p= [ul: A(p) = A(u) + 1 = B(u) + 1 = B(p)

Fall p = [¢q mit ¢ < w:

Ap) = Alg) +1 =2 Blg) +1

Satz 3.16

Die Grammatik S — € | [S]1 | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Wérter.

Beweis:

u € Lg(S) = wu balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).
€ p=e = p=¢ = A(p) = B(p)

[u]: Seip = [u]

Fall p=¢: A(p) = B(p)

Fall p= [ul: A(p) = A(u) +1 = B(u) + 1 = B(p)

Fall p = [g mit ¢ = w:

Alp)=A(g) + 1

Satz 3.16

Die Grammatik S — ¢ | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Wérter.

Beweis:

u e Lg(S) = wu balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).
ep=e = p=¢c = A(p) = B(p)

[u]: Seip =< [u]

Fall p =€ A(p) = B(p)

Fall p= [ul: A(p) = A(u) +1 = B(u) + 1 = B(p)

Fall p = [g mit g < w:

A(p) = Alq) + 1 = B(q) + 1 > B(q) = B(p)




Satz 3.16

Die Grammatik S — ¢ | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = wu balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

e p=e = p=¢ = Ap)
[u]: Seip =< [u]

Fall p=¢ A(p) = B(p)

Fall p= [ul: A(p) = A(u) + 1 = B(u) + 1 = B(p)
Fall p = [q mit g < w:

A(p) = Alg)+ 1= Blg) +1 > B(q) = B(p)
uv: Sei p = uw.

Fall p < w: A(p) = B(p) mit IA fiir u

Fall p = ug und ¢ =< v:

B(p)

A(p) = A(u) + Al(g) = B(u) + A(g) = B(u) + B(q) = B(ug) =

B(p)

Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(S):
Mit vollstandiger Induktion iiber n := |u|.

Beweis (Forts.)
u balanciert = w € Lg(5):

Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(5):

Mit vollstindiger Induktion iiber n := |u|. (dh u=a1...ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S).




Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(S):

Mit vollstandiger Induktion tber n := |u|. (dh u = ay ... ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in L(5).

Lz: u € Lg(5).

Falls n =0, so u =€ € Lg(5).

Sei n > (.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):

Beweis (Forts.)

u balanciert = w € Lg(5):

Mit vollstandiger Induktion tber n := |ul. (dh u = ay...ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in L (S).

Zz: v € La(9).

Falls n =0, so u =¢ € Lg(5).

Sein > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):

h(e)

Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(S):

Mit vollstandiger Induktion iiber n := |u|. (dh u=a; ... ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in L (5).

Lz: u e Lg(5).

Falls n =10, so u=¢€ € Lg(5).

Sei n > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A{w) — B(w):

h(e), h(ay), h(ayasz),..., h(ay...a,) (alle = 0).

Insb. gilt agy = [ und a, = 1.

@ Es gibt nur die Nullstellen h(¢) und h(ay ... ay).

Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(5):
Mit vollstindiger Induktion iiber n := |u|. (dh u=a1...ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S).
Zz: uw € L (9).
Falls n =0,s0 u=¢€¢ € Lg(5).
Sei n > 0.
Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):
h(e), h(ay), h(ayas),..., h{ay...ay) (alle = 0.
Insb. gilt a3y = [ und a, = 1.
@ Es gibt nur die Nullstellen h(e) und h(ay...ay).
Dannist v :=ay ... a,—1 balanciert:




Beweis (Forts.)
u balanciert = w € Lg(5):
Mit vollstandiger Induktion tber n := |u|. (dh u = ay ... ay)
[A: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(\5).
Zz: u € La(S).
Falls n =0, so u =€ & Lg(5).
Sei n > 0.
Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):
h(e), h(ay), h(aas),. .., hlay...ay,) (alle > 01).
Insb. gilt a; = [ und a, =1.
@ Es gibt nur die Nullstellen h(e) und h(ay ...ap).
Dannist v := as ... an—1 balanciert:

(1) A(v) = A([v]) — 1

Beweis (Forts.)
u balanciert = uw € Lg(5):
Mit vollstandiger Induktion tber n := |ul. (dh u = ay...ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S5).
Zz: u € La(S).
Falls n =0, so u =€ € Lg(5).
Sein > 0.
Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):
h(e), h{ay), h(ayas),..., h(ay...a,) (alle > 01).
Insb. gilt @y = [ und a, = 1.
@ Es gibt nur die Nullstellen h(e) und h(a; ... a,).
Dann ist v := ag ... an—1 balanciert:

(1) A(v) = A([v]) — 1 = B([v]) — 1

Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(5):
Mit vollstandiger Induktion iiber n := |u|. (dh u=a; ... ay)
[A: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S5).
Zz: uw e Lg(9).
Falls n =0, so u=¢ € Lg(5).
Sein > 0.
Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B{w):
h(e), h(ay), h(ayasz),..., h(ay...a,) (alle = 0).
Insb. gilt agy = [ und a, = 1.
@ Es gibt nur die Nullstellen Ai(e) und h(ay ... ay).

Dannist v :=ay...a,—_1 balanciert:
(1) A(v) = A([v]) — 1 = B([v]) — 1 = B(v)

Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(S):

Mit vollstindiger Induktion iiber n := |u|. (dh u=a1...ay)

IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(5S).

Zz: uw e Lg(S).

Falls n=0,s0 u=¢¢& Lag(5).

Sei n > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):

h(e), h(ay), h(ayas),..., h{ay...ay) (alle = 0.

Insb. gilt a3y = [ und a, = 1.

@ Es gibt nur die Nullstellen h(e) und h(ay ... aq).

Dannist v :=ay ... a,—1 balanciert:
(1) A(v) = A([v]) — 1= B([v]) — 1= B(v)
(2) p X v h(lp) = A(lp) — B([p) =0




Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(S):

Mit vollstandiger Induktion tber n := |u|. (dh u = a; ..

IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in L(5).

Lz: u € Lg(5).

Falls n =0, so u =€ € Lg(5).

Sei n > (.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):

h(e), h(ay), h(aas),. .., hlay...ay,) (alle > 01).

Insb. gilt a; = [ und a, =1.

@ Es gibt nur die Nullstellen h(¢) und h(ay ... ay).

Dannist v := as ... an—1 balanciert:
(1) A(v) = A(L )—1* B(lv]) =1 = B(v)
(2)p 2w ([p)— A(lp) — B(lp) >0 =

A(p) = A(lp) — 1> B([p) — 1 = B(p) — 1 =

A(p) = B(p)
= v e Lg(S) (nach 1A)

- p)

Beweis (Forts.)
u balanciert = w € Lg(5):

Mit vollstandiger Induktion tber n := |ul. (dh u =ay ...

IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in L (S).

Zz: v € La(9).

Falls n =0, so u =¢ € Lg(5).

Sein > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):

h(e), h{ay), h(ayas),..., h(ay...a,) (alle > 01).

Insb. gilt @y = [ und a, = 1.

@ Es gibt nur die Nullstellen h(e) und h(ay ... ay).

Dann ist vi=ay...an—1 balanciert:
(1) A Al )_17 B([v])—1= B(v)
(2) p =< < v z([p) =A(lp)— B(lp) >0 =

Alp) =A(lp) —1>B(lp)—1=B(p) -1 =

A(p) = B(p)

— ve La(S) (nach 1A) = u = [v] € La(S)

n)

Beweis (Forts.):

@ Es gibt noch eine Nullstelle h(aq ... az).
Sei ug :=aj...ap, U9 == ag+1...dy

Beweis (Forts.):

@ Es gibt noch eine Nullstelle h(ay ...ax).
Sei ug :=ay...ag, U9 = ag+1...0n
Dann sind u; und uy balanciert:

(1) A(u1) = B(ui) da h(uy) = 0;




Beweis (Forts.):

e Es gibt noch eine Nullstelle h(ay ... ag).
Sei up :=aj...ap, U9 = ag41...ay
Dann sind u; und us balanciert:
(1) A(ur) = B(uy) da h(uy) = 0;
Alug) = A(u) — A(uq) = B(u) — B(uy)

Beweis (Forts.):

@ Es gibt noch eine Nullstelle h(ay ... ag).
Sei up :=ay...ag, U2 = ag41...0a0y
Dann sind u; und uy balanciert:
(1) A(wy) = B(up) da h(uy) = 0;
Alug) = A(u) — A(uy) = B(u) — B(uy) = B(us)
2)p=w

Beweis (Forts.):

@ Es gibt noch eine Nullstelle h(aq ... az).
Sei ug :=aj...ap, U9 == ag+1...dy
Dann sind uq und uy balanciert:

(1) A(ui) = B(uy) da h(ug) =0;
Alug) = A(u) — A(uy) = B(u) —
(2)p2ur = p=u = A(p) > B(p)
p = us: A(p) = A(uip) — A(uq)

B(Ul) =

Beweis (Forts.):

@ Es gibt noch eine Nullstelle h(ay ...ax).
Sei ug :=ay...ag, U9 = ag+1...0n
Dann sind u; und uy balanciert:
(1) A(u1) = B(ui) da h(uy) = 0;
B(us) A(ug) = A(u) — A(uq) = B(u) — B(u1) = B(ug)
(2)p=u = p=u = A(p) > B(p)
p 2 ug: A(p) = A(urp) — A(ur) = B(urp) — B(u1) = B(p)
= uy,us € Lg(S) (nach IA, da |u;| < n)
= u = ujus € Lg(5)




Wir iibertragen jetzt die |dee der induktiven Erzeugung und der
dazugehdrige Induktionsregel auf beliebige CFGs &G = (V. X, P, S).

Moral:

o ,we Lg(S) = P(w)" beweist man immer schematisch
mit Induktion iiber die Erzeugung von w.

o P(w) = we Lg(5)" beweist man oft mit Induktion iiber
|w]|. Erfordert meist Kreativitat.

Wir ilibertragen jetzt die Idee der induktiven Erzeugung und der
dazugehérige Induktionsregel auf beliebige CFGs G = (V. X, P, 5).




