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Assoziativitat:

o (af)y = a(fy)
Kommutativitit:

ea|f=0]a
Distributivitat:

o a(f|y)=al|ay

o (| B)yy=ay|pBy
Idempotenz:

°eala=a
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Herleitung einer Aquivalenz aus obigen Lemmas:
€| a*
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Lasst sich jede giiltige Aquivalenz o = 3 aus den obigen Lemmas
fiir = herleiten?

Stern:
Lemma 2.26

@ €| an*=a*
e oo = a®

@ (a*)*=a*

Beispiel 2.27

Herleitung einer Aquivalenz aus obigen Lemmas:
€| a*

=e€|(e|aa*) Stern Lemma

(€| €)| aa® Assoziativitat

€| an* |dempotenz

o Stern Lemma

Lisst sich jede giiltige Aquivalenz o = 3 aus den obigen Lemmas
fiir = herleiten?

Satz 2.28 (Redko 1964)

Es gibt keine endliche Menge von giiltigen Aquivalenzen aus denen
sich alle giiltigen Aquivalenzen herleiten lassen.




Lasst sich jede giiltige Aquivalenz o = /3 aus den obigen Lemmas
fiir = herleiten?

Satz 2.28 (Redko 1964)

Es gibt keine endliche Menge von giiltigen Aquivalenzen aus denen
sich alle giiltigen Aquivalenzen herleiten lassen.

Wenn man mehr als nur Aquivalenzen zul3sst:

‘a Arto Salomaa.
Two Complete Axiom Systems for the Algebra of Regular
Events. Journal of the ACM, 1966.
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Satz 2.30 (Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen)

Sei R C ¥* reguldr. Dann gibt es ein n > 0, so dass sich jedes
2 € R mit |z| > n so in 2 = uvw zerlegen lsst, dass

Die logische Struktur des Satzes:

Vreg. R.
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Satz 2.30 (Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen)

Sei R C ¥* reguldr. Dann gibt es ein n > 0, so dass sich jedes
2 € R mit|z| > n soin z =uvw zerlegen lisst, dass

e v HeE,

e |uv| <n, und

e Vi >0. uv'w e R.

Die logische Struktur des Satzes:

Vreg. R. dn > 0,




Die logische Struktur des Satzes: Die logische Struktur des Satzes:
Vreg. R.9n > 0. V2 e R. |z| >n= Juvw z=uvwA... Vreg. R.3Gn >0.Vz e R. |z| >n= Juvw. z=uvwA...

Als Spiel:

o Gib mir eine regulidre Sprache R

Die logische Struktur des Satzes: Die logische Struktur des Satzes:

Vreg. R.3n >0.Vz e R. |2|>2n= Juvw. z=uwwwA... Vreg. R.3n >0.Vz e R. |z|>2n= Juvw z=uvwA...
Als Spiel: Als Spiel:

@ Gib mir eine reguldre Sprache R @ Gib mir eine reguldre Sprache R

@ Dann gebe ich dir ein n > 0 (abhdngig von RI!I) @ Dann gebe ich dir ein n > 0 (abhangig von R!!!)

@ Gibst du mir dann ein z € R mit |z| > n




Die logische Struktur des Satzes:
Vreg. R.9n > 0. V2 e R. |z| >n= Juvw z=uvwA...

Als Spiel:
o Gib mir eine regulidre Sprache R
@ Dann gebe ich dir ein n > 0 (abhingig von RIII)
e Gibst du mir dann ein z € R mit |z| > n

@ So kann ich z in uvw zerlegen so dass ...

Sprechweise: n ist eine Pumping-Lemma-Zahl fiir I?,

Beweis:
Sei R=L(A), A= (Q.%.5.q0, F).

Sei n=|Q|. Sei nun 2 =ay...a, € R mit m > n.

Die logische Struktur des Satzes:
Vreg. . 9n > 0. V2 e R. |z| > n= Juvw. z=uvwA...

Als Spiel:
o Gib mir eine regulidre Sprache R
@ Dann gebe ich dir ein n > 0 (abhingig von RIII)
o Gibst du mir dann ein z € R mit |z| > n

@ So kann ich z in uvw zerlegen so dass . ..

Sprechweise: n ist eine Pumping-Lemma-Zahl fir R,
falls alle = € I? mit |z| > n sich so wie im Pumping-Lemma
zerlegen und aufpumpen lassen.

Beweis:
Sei R=L(A), A= (Q.%.5.q0, F).

Sein = |Q|. Seinun 2 =ay...a,, € R mit m > n.
Die beim Lesen von =z durchlaufene Zustandsfolge sei

o al az am
o —=pPo——=pP1—>P2"" — DPm

} >




Beweis:
Sei R= L(A), A= (Q.%.6,q0, F).

Sein=|Q|. Seinun 2 =ay...ay, € R mitm > n.
Die beim Lesen von = durchlaufene Zustandsfolge sei
ai a2 am, |
Jo=Po—>P1—+P2"" —7DPm

Dann muss es 0 < i < j < n geben mit p; = pj.

Beweis:
Sei R=L(A), A= (Q.%.5.q0, F).

Sei n=|Q|. Sei nun 2 =ay...a, € R mit m > n.
Die beim Lesen von z durchlaufene Zustandsfolge sei
al ag am,
Qo=Po—P1—>P2"" —7 Pm

Dann muss es 0 <i < j < n geben mit p; = pj.

Wir teilen z wie folg auf: a1...a;a;41...a5a; a
2 : cen B S I e T
\—\,—/ N | ‘

M q\ ‘Lf ,T\ Z;

Damit gilt:
e |uv| < n,
@ v # ¢, und

° Vl'.n,fl we R

Bewelis:
Sei R = L(A), A= (Q.%.6,q0, F).

Sein=|Q|. Seinun 2 = ay ...ay, € R mit m > n.
Die beim Lesen von = durchlaufene Zustandsfolge sei

o ay a2z am
o =Po —+*P1—+P2" " — 7 DPm

Dann muss es 0 < i < j < n geben mit p; = p;.

Wir teilen » wie folg auf: a1 ...a;a;11...a;5a; a
2 : e BRGNS R
N J 2|

Beweis:
Sei R=L(A), A= (Q.%.5.q0, F).

Sein = |Q|. Seinun 2 =ay...a,, € R mit m > n.
Die beim Lesen von =z durchlaufene Zustandsfolge sei

- ay ag am,
o —=pPo——=pP1—>P2"" — DPm

Dann muss es 0 < i < j < n geben mit p; = p;.

Wir teilen =z wie folg auf: a1 ...a; 441 ...a5a; a
4 : . L S R P
! 3 i |=|

u Z p
Damit gilt:
o |uv| <mn,
@ v # ¢, und

o VI > 0. uvtw € R.

[Darf A NFA sein?]




Fazit:

Falls L(M) = R so ist |(Qar| eine Pumping-Lemma-Zahl fiir I

Beweis:
Sei R=L(A), A= (Q.%.5.q0, F).

Sei n=|Q|. Sei nun 2 =ay...a, € R mit m > n.

Die beim Lesen von z durchlaufene Zustandsfolge sei
al ag am,
Qo=Po—P1—>P2"" —7 Pm

Dann muss es 0 <i < j < n geben mit p; = pj.

Wir teilen z wie folg auf: a1...a;a;41...a5a; a
2z : . N ¢ R L S e e P
! , J |2|

u M .
Damit gilt:

e |uv| < n,

@ v # ¢, und

o VI > 0. uwtw e R.

[Darf A NFA sein?]

Fazit:

Falls L(M) = R so ist |(Qar| eine Pumping-Lemma-Zahl fiir I7.

Ist |Qar| + 1 auch eine Pumping-Lemma-Zahl fir B?

Fazit:

Falls L(AM) = R so ist |Qar] eine Pumping-Lemma-Zahl fiir R.




Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 2.31
Die Sprache {a'b’ | i € N} ist nicht regular.
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Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.
Wiahle 2 = a™b™ € L.
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Satz 2.31
Die Sprache {a'b' | i € N} ist nicht regular.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regulir.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.
Wahle z = a"b™ € L.

Dann ist z zerlegbar in uow mit

u,v € {a}* (weil |uv| <n)und v #e.
Damit miisste gelten a™ 1lb" = ww € L. 4

Endliche Automaten kénnen nicht unbegrenzt z3hlen

Ist die Sprache {a"b™ | n < 105} regular?




Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 2.32
L= {O’m2 | m > 0} ist nicht regular.

Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 2.32
L= {Om2 | m = 0} ist nicht regular.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.

Wihle = = 0"* € L. Dann ist 2 zerlegbar in wvw mit

L< o] < |uv] <n

und uvlw € L fiir alle [ € N.
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Beweis:
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Angenommen, L sei doch regular.
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 2.32
L= {Om2 | m > 0} ist nicht regular.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.

Wihle » = 0"° € L. Dann ist 2 zerlegbar in wvw mit

1< v < |uv| <n

und uvlw € L fiir alle [ € N. D.h. insb. |uv?w| ist Quadratzahl.
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n? = |z| = [uvw|
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Satz 2.32
L= {Om2 | m = 0} ist nicht regular.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.

Wihle = = 0"* € L. Dann ist 2 zerlegbar in wvw mit

L< o] < |uv] <n

und uvlw € L fiir alle [ € N. D.h. insb. [uv?w
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Satz 2.32
L= {Om2 | m = 0} ist nicht regular.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regulir.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.

Wihle > = 0" € L. Dann ist = zerleghar in wow mit

1<|v|<|uw| <n

und uvlw € L fiir alle I € N. D h. insb. |uv?w] ist Quadratzahl.
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 2.32
L= {0'"’“2 | m = 0} ist nicht regular.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.

Wihle » = 07 € L. Dann ist » zerlegbar in wvw mit

1< || <|uww| <n

und wvlw € L fiir alle [ € N. D h. insb. [uv?w| ist Quadratzahl.
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 2.32
L= {Om2 | m > 0} ist nicht regular.

Beweis:
Angenommen, L sei doch regular. B
Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L. Ubungsaufgabe:

Wihle » = 0"° € L. Dann ist 2 zerlegbar in wvw mit S
{17 | p prim} ist nicht regular.

1< v < |uv| <n

und uvlw € L fiir alle [ € N. D.h. insb. |uv?w| ist Quadratzahl.
Dies fithrt zu einem Widerspruch:

= 2| = Jwvw| < [uPw| < n? +n<n?42n+1=(n+1)?
Denn zwischen n? und (n + 1)? liegt keine Quadratzahl. O
Pumping-Lemma-Zahl fiir L(ab*c) Pumping-Lemma-Zahl fiir L(ab*c)?

Pumping-Lemma-Zahl fiir {acaaaa}?




Pumping-Lemma-Zahl fiir L(ab*c)?

Pumping-Lemma-Zahl fiir {aaaaaa}?

Erinnerung:

n ist Pumping-Lemma-Zahl fiir L
gdw

alle z € L mit |z| > n lassen sich aufpumpen.

Bemerkung
Es gibt nicht-reguldre Sprachen, fiir die das Pumping-Lemma gilt!

= Pumping-Lemma hinreichend aber nicht notwendig um
Nicht-Regularitat zu zeigen.

Bemerkung
Es gibt nicht-reguldre Sprachen, fiir die das Pumping-Lemma gilt!

2.9 Entscheidbarkeit

@ Welche Probleme sind fiir regulare Sprachen entscheidbar?




2.9 Entscheidbarkeit

@ Welche Probleme sind fiir reguldre Sprachen entscheidbar?
Sehr viele!

Statt Mengen verwendet man oft Eigenschaften oder Probleme.
Bsp: “ist prim"” statt “ist Element der Primzahlen”.

Eine Eigenschaft nennt man entscheidbar gdw die zugehérige
Menge entscheidbar ist.

2.9 Entscheidbarkeit

@ Welche Probleme sind fiir reguldre Sprachen entscheidbar?
Sehr viele!

° Wwomplexitét mit der Reprdsentation zusammen:

Definition 2.33

Sei D eine Beschreibung einer Sprache (DFA, NFA, RE,
Grammatik, etc).
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Leerheitsproblem: Gilt L(D) = 07
Endlichkeitsproblem: Ist L(1)) endlich?

Definition 2.33
Sei D eine Beschreibung einer Sprache (DFA, NFA, RE,
Grammatik, etc).

Wortproblem: Gegeben w, gilt w € L(D)?
Leerheitsproblem: Gilt L(D) = 07

Definition 2.33
Sei D eine Beschreibung einer Sprache (DFA, NFA, RE,

Grammatik, etc).

Wortproblem: Gegeben w, gilt w € L(D)?
Leerheitsproblem: Gilt L(D) = 07
Endlichkeitsproblem: Ist L(I)) endlich?
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Das Wortproblem fiir DFAs ist in linearer Zeit entscheidbar:

Das Wortproblem fiir DFAs ist in linearer Zeit entscheidbar:

Fakt 2.34
Sei M ein DFA. Das Problem w € L(M) ist in Zeit O(
entscheidbar.

Lemma 2.35

Jede reguldre Sprache ist in linearer Zeit entscheidbar.

w))

Beweis:
R regulire = Es gibt DFA M mit L(M) =R
= w € R ist mit Hilfe von M in Zeit O(|w|) entscheidbar.
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Das Wortproblem fiir DFAs ist in linearer Zeit entscheidbar:
Fakt 2.34

Sei M ein DFA. Das Problem w € L(M) ist in Zeit O(|w|)
entscheidbar.

Das Wortproblem fiir DFAs ist in linearer Zeit entscheidbar:

Fakt 2.34
Sei M ein DFA. Das Problem w € L(M) ist in Zeit O(|w|)
entscheidbar.

Lemma 2.35

Jede regulare Sprache ist in linearer Zeit entscheidbar.

Beweis:
R regulare = Es gibt DFA M mit L(M) =R
= w € R ist mit Hilfe von M in Zeit O(|w|) entscheidbar.




Bisher Automat bzw Sprache fix. Die Eingabe besteht nur aus w.
Jetzt: Wort und Automat Eingabe.
Lemma 2.36

Das Problem w € L(N) ist fiir beliebiges Wort w und NFA N in
Zeit O(|Q|?|w]|) entscheidbar.

Bisher Automat bzw Sprache fix. Die Eingabe besteht nur aus w.

Jetzt: Wort und Automat Eingabe.

Lemma 2.36
Das Problem w € L(N) ist fiir beliebiges Wort w und NFA N in
Zeit O(|Q|*|w|) entscheidbar.

Beweis:
Sei @ ={1,....: shgo=1und w=uay...a,.

Bisher Automat bzw Sprache fix. Die Eingabe besteht nur aus w.

Jetzt: Wort und Automat Eingabe.

Lemma 2.36
Das Problem w € L(N) ist fiir beliebiges Wort w und NFA N in
Zeit O(|Q|?|w|) entscheidbar.

Lemma 2.37

Das Leerh:ttsgroblem ist fﬂrﬁlﬁﬁ;ﬁ\d DFASMSchefdbar

JERY
OO+ 1




Bisher Automat bzw Sprache fix. Die Eingabe besteht nur aus w.
Jetzt: Wort und Automat Eingabe.
Lemma 2.36

Das Problem w € L(N) ist fiir beliebiges Wort w und NFA N in
Zeit O(|Q|?|w]|) entscheidbar.

Bisher Automat bzw Sprache fix. Die Eingabe besteht nur aus w.

Jetzt: Wort und Automat Eingabe.

Lemma 2.36
Das Problem w € L(N) ist fiir beliebiges Wort w und NFA N in
Zeit O(|Q|*|w|) entscheidbar.

Beweis:
Sei @ ={1,....: shgo=1und w=uay...a,.

S:={1}
for i:=1to ndo S:=J;c50(j ai)
return (SN F #£ ()

Bisher Automat bzw Sprache fix. Die Eingabe besteht nur aus w.
Jetzt: Wort und Automat Eingabe.
Lemma 2.36

Das Problem w € L(N) ist fiir beliebiges Wort w und NFA N in
Zeit O(|Q|?|w|) entscheidbar.

Beweis:
Sei @ ={1,....: shgo=1und w=a;...a,.

S = {1}

for i:=1to ndo 5:=J;c50(j ai)

Bisher Automat bzw Sprache fix. Die Eingabe besteht nur aus w.
Jetzt: Wort und Automat Eingabe.

Lemma 2.36
Das Problem w € L(N) ist fiir beliebiges Wort w und NFA N in

Zeit O(|Q|2|Mbar.
tIN]

Beweis:
Sei @ ={1,....: st go=1und w=uay...ay.

5= {1}

for i:=1tondo S:= Ujgsw

return (SN F #£0)




Lemma 2.37
Das Leerheitsproblem ist fiir NFAs und DFAs entscheidbar

(in Zeit O(|GB]) bzw O(|Q|IX])).

%
#Uad,

Global: 6 : Q x ¥ — P(Q)

Reach(K) =
R:=0

Lemma 2.37
Das Leerheitsproblem ist fiir NFAs und DFAs entscheidbar
(in Zeit O(|Q?[Z]) bzw O(|Q|IZ])).

Beweis:

L(M) = ( gdw kein Endzustand von ¢q erreichbar ist.

Dies ist eine einfache Suche in einem Graphen, die jede Kante
maximal ein Mal benutzen muss.

Ein NFA hat < |Q|?|3| Kanten, ein DFA hat < |Q||3| Kanten.

Ist ¥ fix, z.B. ASCII, so wird daraus O(|Q|?) bzw O(|Q)).

Global: 6 : Q x ¥ — P(Q)

Reach(K) =
R:=0
W:=K
while W £ ( do

pick and remove some p € W




Global: §: @ x ¥ — P(Q)

Reach(K) =
R:=1
W: =K

while W =£ () do

pick and remove some p € W

if p ¢ R then

Global: 6 : @ x ¥ — P(Q)

Reach(K) =
R:=0
W:=K

while W £ () do

W:.=Wu
return 7

pick_and remove somelp € W
= ()

Global: § : Q x ¥ — P(Q)

Reach(K) =
R:=10
W =K

while TV = () do

pick and remove some p € W

if p ¢ R then
R:=RU{p}
Wi=WUl,ex d(p. a)

Global: 6 : Q x ¥ — P(Q)

Reach(K) =
R:=0
W:=K

while W £ 0 do

pick and remove some p € W

if p ¢ R then
R:=RU{p}
W=WUU,esfd(p. a)
return P

+ 1K)




Lemma 2.38
Flir endliche Automaten ist das Endlichkeitsproblem entscheidbar.
Global: 4 : Q x ¥ — P(Q)

Reach(K) =
R:=0
W.=K
while TV = () do
pick and remove some p € W
if p ¢ R then
R:=RU{p}
Wi=WUl,ex d(p. a)
return F
Lemma 2.38 Lemma 2.38
Fiir endliche Automaten ist das Endlichkeitsproblem entscheidbar. Fiir endliche Automaten ist das Endlichkeitsproblem entscheidbar.
Beweis: Beweis:
|L(M)| =00 gdw von go aus eine nicht-leere Schleife erreichbar |L(M)| =00 gdw von go aus eine nicht-leere Schleife erreichbar
ist, von der aus F’ erreichbar ist: ist, von der aus F' erreichbar ist:
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