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Polynomielle und exponentielle Komplexitat
Taktfrequenz: 1GHz
ProblemgroBe n
Zeit | 10 20 30 50 60
n O01lms 02 ms 03 ms .04ms 05 ms .06 ms
n? 1 ms 4 ms ms 16ms 25 ms 3.6 ms
n® | 100ms 0.003s 0.02s 0.1s 03 s 07 s
2" |1 ms 0.001s 1 s 18 m 13 T 36 J
3" 159 ms 3 5 2 T 385 2.107J 102
ms=Mikrosek., s=Sek., m=Minute, T=Tag, J=Jahr
ProblemgréBe l6sbar in fester Zeit: Speedup
Komplexitit n n? n® on 3n
1 MHz Prozessor | NV Ny Ny Ny Ny
1 GHz Prozessor | 1000 N; | 32 No | 4 N3 | Ny +10 | N5 +6
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ProblemgréBe n

Zeit | 10 20 30 40 50 60

n Olms 02 ms 03 ms .04ms .05 ms .06 ms
n? 1 ms 4 ms 9 ms 16ms 25 ms 3.6 ms
n°® | 100ms 0.003s 0.02s 0.1s 03 s 0.7 s
2" 11 ms 0.001s 1 s 18 m 13 7T 36 J

3" 50 ms 3 s 2 T 385J 2.107J 1012

ms=Mikrosek., s=Sek., m=Minute, T=Tag, J=Jahr

Zwei zentrale Komplexititsklassen:

P = die von einer DTM in polynomieller Zeit |6sharen Probleme
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Uberblick:

@ Die Komplexitdtsklassen P und NP
@ NP-Vollstandigkeit

© SAT: Ein NP-vollstandiges Problem
@ Weitere NP-vollstandige Probleme

5.1 Die Komplexitatsklasse P
Berechnungsmodelle:

DTM = deterministische Mehrband-TM
NTM = nichtdeterministische Mehrband-TM

Definition 5.1
timers(w) = Anzahl der Schritte bis die DTM M [w] halt
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5.1 Die Komplexitatsklasse P
Berechnungsmodelle:

DTM = deterministische Mehrband-TM
NTM = nichtdeterministische Mehrband-TM

Definition 5.1
timeps(w) = Anzahl der Schritte bis die DTM M [w] halt
€ NU {oo}
Sei f: N — N eine totale Funktion.
Die Klasse der in Zeit f(n) entscheidbaren Sprachen:

TIME(f(n))

{ACY* | IDTM M. A=L(M) A
Yw € X*. timey (w) < f(|lw])}

Merke:
@ 1 ist implizit die Lange der Eingabe
@ Die DTM entscheidet die Sprache A in < f(n) Schritten
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Wir betrachten nur Polynome mit Koeffizienten ay.. ...aq € N:

p(n) = akn-k + o+ agn + ag
Definition 5.2
P= |J TIME(p(n))
p Polynom

Damit gilt auch
P = [ J TIME(O(n"))
k>0

Wir betrachten nur Polynome mit Koeffizienten ay

k
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Definition 5.2
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p Polynom

Wir betrachten nur Polynome mit Koeffizienten ay.

p(n) = agn® + - 4 arn + ag
Definition 5.2
P= |J TIME(pn))
p Polynom

Damit gilt auch
P = | J TIME(O(n))
k>0
wobei
TIME(O(f)) = | ] TIME(g)
9€0(f)

co..ag € N

...ap e N
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@ Beweis A ¢ P meist schwierig
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akzeptieren, dh einen Endzustand erreichen.

5.2 Die Komplexitatsklasse NP
Intuitiv:

@ NP die Klasse der Sprachen, die von einer NTM in
polynomieller Zeit akzeptiert werden.

@ Dh: Eine Sprache A liegt in NP gdw
es ein Polynom p(n) und eine NTM A/ gibt, so dass

Definition 5.4

minimale Anzahl der Schritte ,
ntimepr(w) = 4 bis NTM M{[w] akzeptiert falls w e L(MM)

0 falls w & L(M)




Definition 5.4

minimale Anzahl der Schritte . ;
ntimeyy (w) = { bis NTM M[w] akzeptiert falls w € L{M)

0 falls w ¢ L(M)

Sei f: N — N eine totale Funktion.

NTIME(f(n)) = {ACX* | INTM M. A=L(M)
Definition 5.4
minimale Anzahl der Schritte - ;
ntimeys (w) = { bis NTM M[w] akzeptiert falls w e L(M)
0 falls w & L(M)

Sei f: N — N eine totale Funktion.

NTIME(f(n)) = {ACX* | INTM M. A=L(M) A
YVw € ¥*. ntimepr (w) < f(|w])}
NP = U  NTIME(p(n)
p Polynom

Definition 5.4

minimale Anzahl der Schritte T
ntimep (w) := ¢ bis NTM M{[w] akzeptiert falls w € L(M)

0 falls w ¢ L(M)
Sei f: N — N eine totale Funktion.

NTIME(f(n)) = {ACYX* | INTM M. A=L(M) A
Vw € X*. ntimep (w) < f(|wl])}

Definition 5.4

minimale Anzahl der Schritte . ;
ntimepr (w) := ¢ bis NTM M[w] akzeptiert falls w € L(M)

0 falls w & L(M)

Sei f: N — N eine totale Funktion.

NTIME(f(n)) = {ACYX* | INTM M. A=L(M) A
Yw € X*. ntimepr (w) < f(|wl])}
NP = U  NTIME(p(n)
p Polynom
Bemerkungen:

e PC NP
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Bemerkungen zur Definition von NP:
Akzeptierende NTM M

@ braucht fiir w ¢ L(M) nicht zu halten.

@ kann fiir w € L(M) auch beliebig lange Berechnunsgfolgen
haben.

Aquivalente Definition NP’ von NP:
Die NTM M [w]| muss nach maximal p(|w|) Schritten halten.
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Bemerkungen zur Definition von NP:
Akzeptierende NTM M

@ braucht fiir w ¢ L(M) nicht zu halten.

@ kann fiir w € L(M) auch beliebig lange Berechnunsgfolgen
haben.

Aquivalente Definition NP’ von NP:
Die NTM M [w]| muss nach maximal p(|w|) Schritten halten.

NP' C NP: Klar.

NP C NP': Falls A € NP mit Polynom p und NTM M,

so kann man NTM M’ konstruieren mit L(M') = A,

so dass M'[w] immer innerhalb von polynomieller Zeit halt.
@ Eingabe w
@ Schreibe p(|w]|) auf ein getrenntes Band (,,timer®)

© Simuliere M[w], aber dekrementiere timer nach jedem Schritt.

@ Wird timer=0, ohne dass M gehalten hat, halte in einem
nicht-Endzustand (,, timeout")

Bemerkungen zur Definition von NP:
Akzeptierende NTM M

e braucht fiir w ¢ L(M) nicht zu halten.

@ kann fiir w € L(M) auch beliebig lange Berechnunsgfolgen
haben.

Aquivalente Definition NP’ von NP:
Die NTM M [w] muss nach maximal p(|w|) Schritten halten.

NP" C NP: Klar.

NP C NP': Falls A € NP mit Polynom p und NTM M,

so kann man NTM A’ konstruieren mit L(M') = A,

so dass AM/'[w] immer innerhalb von polynomieller Zeit halt.
© Eingabe w
@ Schreibe p(

wl) auf ein getrenntes Band (, timer")

Beispiel 5.5

o Ein Euler-Kreis ist ein geschlossener Pfad in einem
(ungerichteten) Graphen, der jede Kante genau einmal
enthalt.




Beispiel 5.5

@ Ein Euler-Kreis ist ein geschlossener Pfad in einem
(ungerichteten) Graphen, der jede Kante genau einmal
enthalt.

e Ein Graph hat einen EuIer—Kreis|gdw|er|zusammenhéngend
ist, und jeder Knoter| geraden Grad | hat.

Beispiel 5.6

@ Ein Hamilton-Kreis ist ein geschlossener Pfad in einem
(ungerichteten) Graphen, der jeden Knoten genau einmal
enthalt.

Beispiel 5.5

@ Ein Euler-Kreis ist ein geschlossener Pfad in einem
(ungerichteten) Graphen, der jede Kante genau einmal
enthalt.
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@ Ein Hamilton-Kreis ist ein geschlossener Pfad in einem
(ungerichteten) Graphen, der jeden Knoten genau einmal
enthalt.

e HAMILTON := {G | G hat Hamilton-Kreis} € NP
mit folgendem Algorithmus der Art ,,Rate und priife”:

@ Rate eine Permutation der Knoten des Graphen.
@ Priife, ob diese Permutation ein Hamilton-Kreis ist.

Das Raten ist in polynomieller Zeit von einer NTM machbar.

Das Priifen ist in polynomieller Zeit von einer DTM machbar.

Vermutung: HAMILTON ¢ P

Viele Probleme sind von der Art dass
@ schwer ist, zu entscheiden, ob sie |dsbar sind,

@ leicht ist, zu entscheiden, ob eine Lésungsvorschlag eine
Lésung ist.
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Definition 5.7
Sei M eine DTM mit L(M) C {w#c | w e ¥* c € A%}
o Falls w#c € L(M), so heiBt ¢ Zertifikat fir w.

@ M ist ein polynomiell beschrankter Verifikator fiir die Sprache
{we X* | 3ee A*. w#ce L(M)}
falls es ein Polynom p gibt, so dass timeps (w+#c) < p(|w|).

Viele Probleme sind von der Art dass
@ schwer ist, zu entscheiden, ob sie losbar sind,

@ leicht ist, zu entscheiden, ob eine Lésungsvorschlag eine
Losung ist.

Definition 5.7
Sei M eine DTM mit L(M) C {w#c | w e ¥, c e A*}.
e Falls w#c € L(M), so heiBt ¢ Zertifikat fiir w.

@ M ist ein polynomiell beschrankter Verifikator fiir die Sprache

{weX* | dee A*. w#ce L(M)}

Viele Probleme sind von der Art dass
@ schwer ist, zu entscheiden, ob sie l6sbar sind,

@ leicht ist, zu entscheiden, ob eine Lésungsvorschlag eine
Losung ist.

Definition 5.7
Sei M eine DTM mit L(M) C {w#c | w e X*,c € A%}
e Falls w#c € L(M), so heiBt ¢ Zertifikat fiir w.

@ M ist ein polynomiell beschrankter Verifikator fiir die Sprache
{weX*|Jece A% w#ce L(M)}
falls es ein Polynom p gibt, so dass timeys (w#c) < p(Jw|).

NB:

In Zeit p(n) kann M maximal die ersten p(n) Zeichen von ¢ lesen.
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Gegeben: Zahlen ay,...a, € Nund c € N.
Problem: Gibt es R C {1....,n} mit >, pa; =c?

RUCKSACK = {bin(a1)#...#bin(a,)#bin(c) |
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RUCKSACK e NP:
Zertifikat: Indexmenge R. In polynomieller Zeit verifizierbar.
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Beispiel 5.9 (RUCKSACK)

Gegeben: Zahlen ay....an, € Nund c € N.
Problem: Gibt es R C {1,....n} mit > ,cpa; = ¢?

RUCKSACK = {bin(ay)#...#bin(ay)#bin(c) |
JRC{l.....n}. >, cpai=c}

RUCKSACK e NP:
Zertifikat: Indexmenge E. In polynomieller Zeit verifizierbar.

Merke: Der Nachweis A € NP ist meistens einfach.
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Satz 5.10
A € NP gdw es gibt polynomiell beschriankten Verifikator fiir A.

Beweis:

="

Sei A € NP. Dh es gibt NTM N, die A in Zeit p(n) akzeptiert.
Ein Zertifikat fiir w € A ist die Folge der benutzten Transitionen
d(q,a) > (¢',a’,d) einer akzeptierenden Berechnunsgfolge von

N [w]| mit < p(n) Schritten.




Satz 5.10
A e NP gdw es gibt polynomiell beschrinkten Verifikator fiir A.

Beweis:
”:>ll:
Sei A € NP. Dh es gibt NTM N, die A in Zeit p(n) akzeptiert.
Ein Zertifikat fiir w € A ist die Folge der benutzten Transitionen
d(q,a) = (¢',a’,d) einer akzeptierenden Berechnunsgfolge von
Nw] mit < p(n) Schritten.
Ein polynomiell beschrankter Verfikator fiir L(V):

© Eingabe w#c

@ Simuliere N[w], gesteuert durch die Transitionen in c.

© Uberpriife dabei, ob die Transition in ¢ jeweils zu N und zur
augenblicklichen Konfiguration von N passt.

Q Akzeptiere, falls ¢ in einen Endzustand fiihrt.

Beweis (Forts.):

",

ne= .
Sei M ein polynomiell (durch p) beschrankter Verifikator fiir A.

Beweis (Forts.):

0

u<: :

Beweis (Forts.):

0

=
Sei M ein polynomiell (durch p) beschrankter Verifikator fiir A.
Wir bauen eine polynomiell beschrankte NTM N mit L(M) = A:

@ Eingabe w.

© Schreibe hinter w zuerst # und dann ein nichtdeterministisch

gewdhltes Wort ¢ € A*, |¢| = p(|w]):
for i:=1,..., p(|w]) do
schreibe ein Zeichen aus A und gehe nach rechts

© Fithre M aus (mit Eingabe w+c).

Nach Annahme gilt timeys (w#c) < p(|w]).
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Fazit:

P sind die Sprachen, bei denen w € L schnell entschieden
werden kann.

NP sind die Sprachen, bei denen ein Zertifkat fiir w € L schnell
verifiziert /tiberpriift werden kann.

Intuition:
Es ist leichter, eine Lésung zu verifizieren als zu finden.

Aber:
Noch wurde von keiner Sprache bewiesen, dass sie in NP\P liegt.




Alle Sprachen

Satz 5.11
Ist A e TIME(f) und ist f LOOP-berechenbar,
dann ist A LOOP-entscheidbar, dh y 4 ist LOOP-berechenbar.

Alle Sprachen

Nur die P-NP-Grenze ist offen.

Satz 5.11
Ist A e TIME(f) und ist f LOOP-berechenbar,
dann ist A LOOP-entscheidbar, dh x s ist LOOP-berechenbar.

Beweis:
Sei M eine DTM mit L(M) = A und timeps(w) < f(|w]).




Satz 5.11
Ist A e TIME(f) und ist f LOOP-berechenbar,
dann ist A LOOP-entscheidbar, dh \ 4 ist LOOP-berechenbar.

Beweis:
Sei M eine DTM mit L(AM) = A und timeps(w) < f(|w]).
M + GOTO +» WHILE:

Satz 5.11
Ist A € TIME(f) und ist f LOOP-berechenbar,
dann ist A LOOP-entscheidbar, dh y 4 ist LOOP-berechenbar.

Beweis:
Sei M eine DTM mit L(M) = A und timeps(w) < f(|w]).
M + GOTO +» WHILE:
pe o= 1;
WHILE pc #£ 0 DO
IF pc =1 THEN P; ELSE

IF pc =k THEN Fj ELSE pc:=0
END




