Definition 4.30 (PR)

Script — Die Menge PR der primitiv rekursiven Funktionen ist die folgende
Pl generated by induktiv definierte Teilmenge aller Funktionen NF — N, £ > 0:

o Die Basisfunktionen 0, s, und 7¥ sind primitiv rekursiv.

@ Sind g und h; primitiv rekursiv, dann auch ihre Komposition
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Lemma 4.31
Jede primitiv-rekursive Funktion fs@

Beweis:
Induktion iiber den Aufbau der primitiv-rekursiven Funktionen. [

Definition 4.30 (PR) Beispiel 4.32
Die Menge PR der primitiv rekursiven Funktionen ist die folgende Alle Konstanten n € N sind PR: 1 = 5(0), 2 = s(1), ...
induktiv definierte Teilmenge aller Funktionen NF N, k>0

e Die Basisfunktioneund@smd primitiv rekursiv.

@ Sind g und h; primitiv rekursiv, dann auch ihre Komposition

@ Sind g und h primitiv rekursiv, dann auch die mit primitiver
Rekursion definierte Funktion

£0.7) = g(@)
fltm+1,7) = h(f(m,T),m,T)

Lemma 4.31
Jede primitiv-rekursive Funktion ist total.

Beweis:
Induktion iiber den Aufbau der primitiv-rekursiven Funktionen. [




Beispiel 4.32
Alle Konstanten n € N sind PR: 1 = s(0), 2

Addition ist PR:

—_
—
~—

Beispiel 4.32
Alle Konstanten n € N sind PR: 1 = s(0), 2 =s(1), ...

Addition ist PR:
hir,z,y) = .'r..z'_r,'))

add(0,y) =

add(xz +1,y) = hladd(x,y),x,y)

Beispiel 4.32
Alle Konstanten n € N sind PR: 1 = 5(0), 2 = s(1), ...

Addition ist PR:

P hir,z,y) = H(’f?(.’ )
add(0.y) = 7i(y)
add(r+ 1.y) = hladd(z,y),z,y)

Lesbarer, aber nicht dem syntaktischen PR-Format entsprechend:

add(0,y) = y

/9(1(1’(1’(.1'4—1.;;) = s(add(z,y))

Beispiel 4.32
Alle Konstanten n € N sind PR: 1 = 5(0), 2 = s(1), ...

Addition ist PR:

hir.z,y) = .‘:‘(ﬁ?(?‘. r.y))
add(0,y) = wi(y)
add(x + 1,y) = hladd(z,y),z,y)

Lesbarer, aber nicht dem syntaktischen PR-Format entsprechend:

add(0,y) = y
add(x+1.y) = s(adg .1'._1/1} \[

Streng genommen also kein Nachweis;} dass Addition PR ist.




Beispiel 4.32

Alle Konstanten n € N sind PR: 1 = s(0), 2 = s(1),
Beispiel 4.33
Multiplikation ist PR:
k(y) = 0
h(r,z,y) = add(7}(r,x,y), m(r,x,y))
mult(0,y) = k(y)
mult(x +1,y) = h(mult(z,y),x.y)

Lesbarer, aber nicht dem syntaktischen PR-Format entsprechend:

mult(0, y)
mult(x + 1.y)

= 0
= add(mult(x,y),y)

Beispiel 4.33
Multiplikation ist PR:
k(y)
h(r,z.y)
mult(0, y)
mult(x + 1, y)

Beispiel 4.33
Multiplikation ist PR:
k(y)
h(r,z,y)
mult(0, )
mult(z +1,y)

0
add(73(r,x,y), 75 (r, 2, y))

k(y)
h(mult(xz,y), x,y)

Lesbarer, aber nicht dem syntaktischen PR-Format entsprechend:

mult(0,y)
mult(z + 1,y)

= 0
= add(mult(x,y),y)

In Zukunft: + und * statt add und mult.




Beispiel 4.33
Multiplikation ist PR:

k(y) = 0
hir,z.y) = ([(f{!(f"f%{l‘. 1), ’.'g(,’ )
mult(0,y) = k(y)
mult(z + 1,y) = h(mult(x,y),z,y)

Lesbarer, aber nicht dem syntaktischen PR-Format entsprechend:

mult(0,y) = 0
mult(x+1,y) = add(mult(x,y),y)

In Zukunft: + und * statt add und mult.

Definition 4.34
Wir bezeichen [ als eine erweiterte Komposition der Funktionen
Jlyeons gy, falls

fley, ..., rn) = t
so dass t ein Ausdruck ist, der nur aus den Funktionen ¢;.. .., T
und den Variablen z1.....: v, besteht.

Definition 4.34
Wir bezeichen f als eine erweiterte Komposition der Funktionen
Jle. -, gy falls

Definition 4.34
Wir bezeichen f als eine erweiterte Komposition der Funktionen
Gloeeos gr. falls

fley, ..., rp) = t
so dass t ein Ausdruck ist, der nur aus den Funktionen ¢;.. .., Tk
und den Variablen z1,....,: rn, besteht.

Beispiel: f(z.y) = g1(x, g2(v, g3(x)))




Definition 4.34
Wir bezeichen f als eine erweiterte Komposition der Funktionen
g1s---, gk falls

flzg, ..., rp) =t
so dass t ein Ausdruck ist, der nur aus den Funktionen g1...., Tk
und den Variablen x1.....: vy, besteht.
Beispiel: f(x,y) = g1(2, g2y, g3(2)))

Lemma 4.35
Eine erweiterte Komposition von PR Funktionen ist wieder PR.

Definition 4.34
Wir bezeichen [ als eine erweiterte Komposition der Funktionen
Jlyeons gy, falls

so dass t ein Ausdruck ist, der nur aus den Funktionen ¢;.. .., T
und den Variablen z1.....: v, besteht.

Beispiel: f(z,y) = g1(x. 92(y. g3(x)))

Lemma 4.35
Eine erweiterte Komposition von PR Funktionen ist wieder PR.

Beweis:
Mit Induktion iiber Aufbau/GréBe von t.

Beispiel:

hi(z.y) 93(m
ho(z,y) = gg(ﬁ%(.r.y).hl(.r.y))
flay) = gi(ad(e.y)hoz.y))

Definition 4.34
Wir bezeichen f als eine erweiterte Komposition der Funktionen
Jle. -, gy falls

flag,. .., rp) =t
so dass t ein Ausdruck ist, der nur aus den Funktionen ¢1,..., Jk
und den Variablen x1,....,: ry, besteht.
Beispiel: f(x.y) = g1(x. ga(y. g3(x)))

Lemma 4.35
Eine erweiterte Komposition von PR Funktionen ist wieder PR.

Beweis:
Mit Induktion iiber Aufbau/GréBe von t.

Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion erlaubt

f(0,7) = to
flm+1.7) =t




Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion erlaubt

F0.7) = to
flm+1.7) =t

wobei

@ 1y enthdlt nur PR Funktionen und die x;,

Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion erlaubt

F(0,7) = 1o
flm+1.7) =t

wobei
@ tg enthilt nur PR Funktionen und die x;,
e 7 enthdlt nur f(m, =), PR Funktionen, m und die x;.

Lemma 4.36
Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion fiihrt nicht aus PR
hinaus.

Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion erlaubt
f(0.7) = to
flm+1.7) =t
wobei

@ t( enthdlt nur PR Funktionen und die z;,
e t enthdlt nur f(m,T), PR Funktionen, m und die z;.

Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion erlaubt

f(0,7) = to
flm+1.7) =t

wobei
@ fy enthadlt nur PR Funktionen und die x;,
e f enthdlt nur f(m,7), PR Funktionen, m und die x;.

Lemma 4.36
Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion fiihrt nicht aus PR
hinaus.

Beweis:
Mit Hilfe der erweiterten Komposition. O




Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion erlaubt

f0.7) = to
flm+1.7) =t

wobei
@ 1y enthdlt nur PR Funktionen und die x;,
e f enthdlt nur f(m,T), PR Funktionen, m und die z;.

Lemma 4.36
Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion fiihrt nicht aus PR
hinaus.

Beweis:
Mit Hilfe der erweiterten Komposition. |
Moral:
Primitive Rekursion erlaubt
fim+1,7) = ... f(m,T)...
Beispiel 4.37
Die Vorgangerfunktion ist PR:
pred(0) = 0
pred(z+1) = =x

Die modifizierte Differenz ist PR:

r—0 = =
r—(y+1) = pred(z—y)

Beispiel 4.37
Die Vorgangerfunktion ist PR:

pred(0)
pred(xz +1)

= )

Definition 4.38
Sei P(x) ein Pradikat, d.h. ein logischer Ausdruck, der in
Abhingigkeit von = € Ny den Wert true oder false liefert.




Definition 4.38

Sei P(x) ein Pradikat, d.h. ein logischer Ausdruck, der in
Abhingigkeit von = € Np den Wert true oder false liefert.
Dann kénnen wir P in natiirlicher Weise eine Funktion

P:N—{0,1}

zuordnen: f’(.z-) =1 gdw P(x) = true.

Definition 4.38

Sei P(x) ein Pradikat, d.h. ein logischer Ausdruck, der in
Abhingigkeit von x € N den Wert true oder false liefert.
Dann kénnen wir P in natiirlicher Weise eine Funktion

PN {0,1}

zuordnen: }:’(,r) =1 gdw P(x) = true.

Wir nennen P primitiv rekursiv genau dann, wenn P primitiv
rekursiv ist.

Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschrankte max-Operator
max{z < n | P(r)}

wobei max @ := 0.

Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschriankte max-Operator
mnx{.r{j n| Plx)} =: q(n)

wobei max 0 := 0.




Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschrinkte max-Operator
max{r <n | P(x)} = gq(n)

wobei max () := 0.

q(0) = 0
4
gin+1) = q(nHP(n’T')w@n))

Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschrinkte Existenzquantor

dz < n. P(x)

Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschrinkte max-Operator
max{z.g< n | P(z)} = q(n)

wobei max @ := 0.

A

gn+1) = gq(n)+ P(n)*(n-q(n))

_ {n_r/, falls P(1py)

g(n) sonst

T™Q
n) *

Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschriankte Existenzquantor

Jr.<n. Plr) =: Q(n)

~
denn:

Q) = P(0)




Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschrinkte Existenzquantor Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschrinkte Existenzquantor

Jz < n. Plz) = Q(n) H.rﬁ n. Plz) =: Q(n)
denn: denn:
Q(0) = P(0) Q) = P(0)
Qn+1) = Q(n)+Pn+1)*(1-Q(n)) Qn+1) = Q)+ Pn+1)x(1-Q(n))

B 1 falls P(n+ 1)
| Q(n) sonst

4.6 PR = LOOP 4.6 PR = LOOP

Hauptproblem bei LOOP — PR: Hauptproblem bei LOOP — PR:

Kodierung aller Variablen eines LOOP Programms in einer Zahl. Kodierung aller Variablen eines LOOP Programms in einer Zahl.

Satz 4.39
Die Cantorsche Paarungsfunktion

r+y+1 e
clz,y) = (I g ) tr=(r+y)lz+y+1)/2+x

ist eine Bijektion zwischen N? und N.
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4.6 PR = LOOP
Hauptproblem bei LOOP — PR:

Kodierung aller Variablen eines LOOP Programms in einer Zahl.

Satz 4.39
Die Cantorsche Paarungsfunktion

T 1
(r.y) = (‘ T ) ta=(e+y)rty+1)/2+0

2

ist eine Bijektion zwischen N? und N.

o] 1] 2] 3]...
ool 2] 5] 9
1|1 4] 8/13
23] 7[12]18
306 11]17 24

Die Funktion 2 — () ist PR:

| () - o
(1) - ()

Mit Komposition ist auch ¢ PR:

r+y+1
clr.y) = (? g ) + a

Die Funktion = — (323) ist PR:
(2)
) = 0
9
n—+1 _ n
9 = 9 +n

Mit ¢ kodiert man & + 1 Tupel:

(ng,n1, ..., ng) = c(no,c(ng,..., c(ng.0). ..




Mit ¢ kodiert man & + 1 Tupel: Mit ¢ kodiert man &k + 1 Tupel:

(ng,ni,..., ng) = ec(np,e(ng,. .., c(ng.0)...)) (ng,ni,...,ng) = e(ng,e(ng,..., c(ng,0)...))
Wir brauchen die Umkehrfunktionen p; und pa von ¢: Wir brauchen die Umkehrfunktionen p; und pa von ¢:
pi(c(z,y)) =2 pale(z,y) =y pile(z.y)) =x  pale(z,y)) =y

Damit kann man Projektionsfunktionen auf Tupeln definieren:

do(n) = pi(n)
di(n) = pi(p2(n))
di(n) = pi(p2...pa(n)...)
——
k
Mit ¢ kodiert man &k + 1 Tupel:
Satz 4.40
(no.n1...., ng) = c(no,e(n, ..., (ng, 0)...)) Die Umkehrfunktionen von ¢ sind PR definierbar:
Wir brauchen die Umkehrfunktionen p1 und pa von c: pi(n) = z- <n ||y <nc(z,y) =n}
p(elz,y)) = pale(z,y) =y pe(n) = max{y <n|3Jr <n. cley) =n}

Damit kann man Projektionsfunktionen auf Tupeln definieren:

do(n) = pi(n)
di(n) = p(pa(n))
dp(n) =

pr(pa...pa(n)...)
N —’

Sind p1.p2 PR, so auch dj, ..., dy,.




Satz 4.40
Die Umkehrfunktionen von ¢ sind PR definierbar:

ma.r{.r <n | Jy < n. c(r,y) = ”}
maz{y <n | Iz <n.c(r.y) =n}

p1(n)
pa(n)

Beweis:
Alle Funktionen in der Definition der p; sind PR,

Satz 4.40
Die Umkehrfunktionen von ¢ sind PR definierbar:

maz{r <n|3Jy < n. c(r.y) =n}
maz{y <n|3dr < n. e(r.y) =n}

pi(n)
pa(n)

Beweis:

Alle Funktionen in der Definition der p; sind PR,
auch der Gleichheitstest (Ubung!).

Die p; sind die Umkehrfunktionen von ¢ denn:

@ Es gibt zu jedem n eindeutige  und y mit ¢(x,y) = n.

Satz 4.40
Die Umkehrfunktionen von ¢ sind PR definierbar:

max{r <n |Jy < n. f‘(-Iﬁﬁj)@”}
max{y < n|3Jr <n.clz.y) =n}

p1(n)
p2(n)

Beweis:
Alle Funktionen in der Definition der p; sind PR,
auch der Gleichheitstest (Ubung!).

Satz 4.40
Die Umkehrfunktionen von ¢ sind PR definierbar:

m(u@g n | INE n. c(x,y) =n}
max{y <n|3Jr <n. clr,y) =n}

pi(n)
p2(n)

Beweis:
Alle Funktionen in der Def_inition der p; sind PR,
auch der Gleichheitstest (Ubung!).
Die p; sind die Umkehrfunktionen von ¢ denn:
@ Es gibt zu jedem n eindeutige = und y mit ¢(z, y) = n.
(Bijektivitat von ¢)
e r <c(r.y)und y < e(x,y).
Damit findet die beschrankte Suche immer die gesuchten x und y.
O




Satz 4.41 (PR = LOOP)

Die primitiv rekursiven sind genau die LOOP-berechenbaren
Funktionen.

Satz 4.41 (PR = LOOP)

Die primitiv rekursiven sind genau die LOOP-berechenbaren

Funktionen.

Beweis:
LOOP — PR:

Sei f:N™ — N LOOP-herechenbar.

Satz 4.41 (PR = LOOP)

Die primitiv rekursiven sind genau die LOOP-berechenbaren
Funktionen.

Beweis:
LOOP — PR:
Sei f: N™ — N LOOP-berechenbar.

Dann gibt es ein LOOP-Programm P (mit Variablen g, ... .: k),

das f berechnet.

Satz 4.41 (PR = LOOP)

Die primitiv rekursiven sind genau die LOOP-berechenbaren

Funktionen.

Beweis:
LOOP — PR:

Sei f: N™ — N LOOP-herechenbar.

Dann gibt es ein LOOP-Programm P (mit Variablen xq. ... .: .

das f berechnet.

Mit Induktion iiber die Struktur von P
konstruieren wir eine PR Funktion gp mit

gp({ag,. .., ag))
—

Belegung der Variablen
beim Start von P

(bo, ..., bg)
e —

Belegung der Variablen
am Ende von P




Satz 4.41 (PR = LOOP)

Die primitiv rekursiven sind genau die LOOP-berechenbaren
Funktionen.

Beweis:

LOOP — PR:

Sei f: N™ — N LOOP-berechenbar.

Dann gibt es ein LOOP-Programm P (mit Variablen zg, .. ..: k),
das f berechnet.

Mit Induktion iiber die Struktur von P

konstruieren wir eine PR Funktion gp mit

gp({ao, ..., ag)) = {bo, ..., bi)
[ —— L ——
Belegung der Variablen Belegung der Variablen
beim Start von P am Ende von P

Beweis (Forts.):
e Pist €Trj = Iy + ¢

gp(x) = {do(x),.. .. di—1(x). dj(z) £ e, digr(x), ..., di ()

Beweis (Forts.):

@ Pistu; := Tt

Beweis (Forts.):
o Pist Ti =Ty + e

gp(x) = {do(z),. .., di—1(x). dj(x) £ e, digpi(x)

o Pist (@!JQ{.{))




Beweis (Forts.):
@ Pistu; := Tj
gp(x) = {dp(x),..., di1(r).dj(x) £ e dipr(x), ..., di(x))

o Pist Q;R: gp(x) = gr(gq(x))
e P ist LOOP x; DO () END:

h(0,z) = =
hin+1,2) = gg(h(n.x))

gp(r) = h{diy(z),x)

gp(x) berechnet den Zustand nach d;(«) Iterationen von ().

Beweis (Forts.): PR — LOOP

Beweis (Forts.):

@ Pistu; := Tt

gp(x) = (do(x),..., di—1(x). dj(x) e, digp1(x), ...,

o Pist Q;R: gp(x) = grlgq(x))

e [?ist LOOP 2; DO () END:

h(0,z)
hin+1.z)

gp(x)

€T

go(h(n.x))
h(d;(z),x)

gp(x) berechnet den Zustand nach d;(«) Iterationen von Q).

Berechnet P die Funktion [ : N™ — N, dann ist f PR denn

flay, ..., T'm) = (fo(_(,'p{(f]. T1e.n. Tim.

Beweis (Forts.): PR — LOOP
Sei [: NF — N PR.




Beweis (Forts.): PR — LOOP Beweis (Forts.): PR — LOOP

Sei f:NF - N PR. Sei f:NF — N PR.
Mit Induktion iiber die Erzeugung von f konstruieren wir ein Mit Induktion iiber die Erzeugung von f konstruieren wir ein
LOOP-Programm Py, das f berechnet: LOOP-Programm Py, das f berechnet:
e O:
x9 =0
Beweis (Forts.): PR — LOOP Beweis (Forts.): PR — LOOP
Sei f:N¥ - N PR. Sei f:NF - N PR,
Mit Induktion iiber die Erzeugung von f konstruieren wir ein Mit Induktion iiber die Erzeugung von f konstruieren wir ein
LOOP-Programm Py, das [ berechnet: LOOP-Programm Py, das [ berechnet:
e O: e O:
€T = 0 £Zrog 1= 0
e Nachfolger-Funktion: @ Nachfolger-Funktion:
g =1 + 1 rg = 11 + 1

@ Projektions-Funktionen, zB ﬁ%{.rl..rg.;rg) = I9:
g = I9




Beweis (Forts.): PR — LOOP

Sei f:NF - N PR.

Mit Induktion iiber die Erzeugung von f konstruieren wir ein
LOOP-Programm Py, das f berechnet:

e O:
xg := 0

@ Nachfolger-Funktion:
xp = a1 + 1

@ Projektions-Funktionen, zB N%(.Z'l.i’g..?‘g) = x9:
Tp 1= a9

@ Komposition, zB f(x1.22) = g(h1(x1, x2), ha(xy, x2)):

Beweis (Forts.): PR — LOOP

Sei f:NF — N PR.

Mit Induktion iiber die Erzeugung von f konstruieren wir ein
LOOP-Programm Py, das f berechnet:

e O:
xg =0

@ Nachfolger-Funktion:
rg = a1 + 1

@ Projektions-Funktionen, zB Tl’%{.i"l.,l‘g..l’g) = I9:
ro 1= 19

e Komposition, zB f(x1.x2) = g(h1(21,x2), ha(x1, x2)):
Phn.; w15 1= 105 Py F,

Beweis (Forts.): PR — LOOP

Sei f:N¥ - N PR.

Mit Induktion iiber die Erzeugung von f konstruieren wir ein
LOOP-Programm Py, das [ berechnet:

e 0:
xg := 0

e Nachfolger-Funktion:
xg = a1 + 1

e Projektions-Funktionen, zB 73 (1, 9, 73) = ra:
o = o
@ Komposition, zB f(x1.29) = glhy (1, xa)lha(z1, z2))

)thl; w15 1= wos, Fhys w1 1= x15; wg 1= @

/ AR
Ry ® Y,I, We¥y, X T

Beweis (Forts.): PR — LOOP

Sei f:NF - N PR,

Mit Induktion iiber die Erzeugung von f konstruieren wir ein
LOOP-Programm Py, das [ berechnet:

e O:
xg := 0

e Nachfolger-Funktion:
xg = a1 + 1

@ Projektions-Funktionen, zB TF%{.I']_..I’Q.:I'S) = x9!
Ty 1= @T9

e Komposition, zB f(xz1,x2) = g(h1(z1, x2), ha(x1, 22)):
Prys w1 1= xo; Prys oy 1= w55 w9 1= xgs By

Funktions-Komposition wird simuliert durch
Hintereinanderausfiihrung (;)




Beweis (Forts.): PR — LOOP Beweis (Forts.):
Sei f:NF N PR.

. - . . . @ Primitive Rekursion:
Mit Induktion iiber die Erzeugung von f konstruieren wir ein

LOOP-Programm Py, das f berechnet: f0.7T) = ¢(F)
° 0 fly+17) = h(f(y7),y.7)
xg := 0
@ Nachfolger-Funktion:
xp = a1 + 1

@ Projektions-Funktionen, zB N%(.;"l.i’g..l‘g) =
Tp 1= a9
o Komposition, zB f(x1,x9) = g(h1(x1, x2), ha(x1, x2)):

Py s w15 1= 105 Phys 11 i= 1155 10 1= 105 By

Funktions-Komposition wird simuliert durch
Hintereinanderausfiihrung (;) wobei Zwischenergebnisse in
separaten Variablen zwischengespeichert werden miissen.




