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3. Kontextfreie Sprachen 3. Kontextfreie Sprachen

3.1 Kontextfreie Grammatiken

Beispiel 3.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Expr> — <Term>
<Expr> — <Expr> + <Term>
<Term> — <Factor>
<Term> — <Term> * <Factor>
<Factor> — o«
<Factor> — (<Expr>)
Eine (Links)Ableitung:
<Expr> —

— a* (a + a)
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Beispiel 3.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Expr> — <Term>
<Expr> — <Expr> + <Term>
<Term> — <Factor>
<Term> — <Term> % <Factor>
<Factor> — a
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3.1 Kontextfreie Grammatiken

Beispiel 3.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Expr> — <Term>
<Expr> — <Expr> + <Term>
<Term> — <Factor>
<Term> — <Term> % <Factor>
<Factor> — «
<Factor> — (<Expr>)

Eine (Links)Ableitung:
<Expr> — <Term> — <Term> * <Factor>
—» <Factor> % <Factor> — a * <Factor>

—a#* (a+a)

—ax*(a+a)
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3.1 Kontextfreie Grammatiken

Beispiel 3.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Expr> — <Term>

<Expr> — <Expr> + <Term>
<Term> — <Factor>

<Term> — <Term> % <Factor>
<Factor> — a
<Factor> — (<Expr>)

Eine (Links)Ableitung:
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3. Kontextfreie Sprachen

3.1 Kontextfreie Grammatiken

Beispiel 3.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Expr> — <Term>

<Expr> — <Expr> + <Term>
<Term> — <Factor>

<Term> — <Term> % <Factor>
<Factor> — «a
<Factor> — (<Expr>)

Eine (Links)Ableitung:

<Expr> — <Term> — <Term> * <Factor>
— <Factor> = <Factor> — a * <Factor>
— a * (<Expr>)

— ax* (a+ a)

— a* (a + a)




3. Kontextfreie Sprachen

3.1 Kontextfreie Grammatiken

Beispiel 3.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Expr>
<Expr>
<Term>
<Term>
<Factor>
<Factor>

Ll Ll

<Term>

<Expr> + <Term>
< Factor>

<Term> % <Factor>
a

(<Expr>)

Eine (Links)Ableitung:

<Expr> — <Term> — <Term> % <Factor>
— <Factor> x <Factor> — a x <Factor>
— a x (<Expr>) — a * (<Expr> + <Term>)

Der Syntaxbaum:

<Expr>

<Term>

—a#* (a+a)

3. Kontextfreie Sprachen

3.1 Kontextfreie Grammatiken

Beispiel 3.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Expr>
<Expr>
<Term>
<Term>
<Factor>
<Factor>

U

<Term>

<Expr> + <Term>
<Factor>

<Term> * <Factor>
a

(<Expr>)

Eine (Links)Ableitung:

<Expr> — <Term> — <Term> % <Factor>

— <Factor> % <Factor> — a * <Factor>

— a * (<Expr>) — a * (<Expr> + <Term>)

— a x (<Term> + <Term>) — a * (<Factor> + <Term>)
— ax (a+ <Term>) — a * (a + <Factor>) — a * (a + a)

Der Syntaxbaum:

<Term> *

<Expr>

<Term>

<Factor>




Der Syntaxbaum: <Expr>

<Term>

< Factor>

<Term>

<Factor>

<Term>

<Factor>

<Factor>

Die Bldtter des Baums, von links nach rechts gelesen,
ergeben das abgeleitete Wort

Bemerkungen
@ Der vollstindige Syntaxbaum enthilt die gesamte Information
iiber die Ableitung, bis auf die (irrelevante) Reihenfolge des
Aufbaus.

o Kontextfreie Grammatiken dienen zur Spezifikation von
Sprachen. lhre Implementierung ist das Parsen:

Bemerkungen
@ Der vollstindige Syntaxbaum enthilt die gesamte Information
tiber die Ableitung, bis auf die (irrelevante) Reihenfolge des
Aufbaus.

Bemerkungen
@ Der vollstandige Syntaxbaum enthalt die gesamte Information
tiber die Ableitung, bis auf die (irrelevante) Reihenfolge des
Aufbaus.
o Kontextfreie Grammatiken dienen zur Spezifikation von
Sprachen. lhre Implementierung ist das Parsen:
o Die Uberpriifung, ob ein Wort von einer Grammatik
abgeleitet werden kann, bzw
o Die Erzeugung des Syntaxbaums (parse tree).

Parsen ist die Transformation eines Worts in einen Syntaxbaum.




Definition 3.2
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist ein 4-Tupel:
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Variablen),
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o A B.C.... sind Nichtterminale,




Definition 3.2
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist ein 4-Tupel:

V" ist eine endlichen Menge, die Nichtterminalzeichen (oder
Variablen),

¥ ist ein Alphabet, die Terminalzeichen, disjunkt von V/,
P CV x(VUX)* eine endlichen Menge, die Produktionen, und
S eV ist das Startsymbol.

Konventionen:
o A B.C.... sind Nichtterminale,
@ a,b.c,... (und Sonderzeichen wie +. x,...) sind Terminale,
e .3, y,...e (VUX)*
@ Produktionen schreiben wir A — « statt (4,«a) € P.

A R

Beispiel 3.3 (Arithmetische Ausdriicke)

E — T|E+T
T — F|TxF
F — al|(F)

Definition 3.2
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist ein 4-Tupel:

V' ist eine endlichen Menge, die Nichtterminalzeichen (oder
Variablen),

Y ist ein Alphabet, die Terminalzeichen, disjunkt von V/,
P CV x(VUX)* eine endlichen Menge, die Produktionen, und
S eV ist das Startsymbol.

Konventionen:
o A B.C.... sind Nichtterminale,
@ a.b.c.... (und Sonderzeichen wie +, *,...) sind Terminale,
o o, 3. y,...e (VUE)*
@ Produktionen schreiben wir A — « statt (4,a) € P.
o Statt 4 — a1, A — a9, A — a3 schreiben wir einfach

%/
A —}Lal | Y9 ‘ Qg)

Beispiel 3.3 (Arithmetische Ausdriicke)

V= {B.T.F}

Y= {a.+,%(,)}

P =
E = T|E+T
T — F|TxF
F = a|(E)




Definition 3.4
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, .S) induziert eine
Ableitungsrelation — ¢ auf Wortern iiber V' U X:

a —a 3

Definition 3.4
Eine kontextfreie Grammatik G = (V. X, P, S) induziert eine

Ableitungsrelation — ¢ auf Wortern liber V U X:
o —a 3

gdw es eine Regel A — ~ in P gibt, und Wérter a1, a9, so dass

a = 0@1'2 und 3= ar

Definition 3.4
Eine kontextfreie Grammatik G = (V. X2, P, S) induziert eine
Ableitungsrelation —¢ auf Wértern iiber V' U X:

O — .3
gdw es eine Regel A — ~ in P gibt, und Wérter a1, asy, so dass

o = v Aag

Definition 3.4
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) induziert eine
Ableitungsrelation — ¢ auf Wértern iiber V U X:

o —a .3

gdw es eine Regel A — v in P gibt, und Waorter o1, a9, so dass

a=awo1Aay und [ = a3y

Beispiel:
a+T+a —=ag at+T+xF+a




Definition 3.5 (Reflexive transitive Hiille)

v —)?;Ct

Definition 3.5 (Reflexive transitive Hiille)

a =% o

oy e 38 a %/

(8% _>G ¥

a—=o B = dnoa =4

Definition 3.5 (Reflexive transitive Hiille)

a =g a

o 924-1 v e dAB.a—=E B —ay

Definition 3.5 (Reflexive transitive Hiille)

o =gy (v
n+l . . J5. o =™ 3 -
O —r e Yy = Do —=a b —a 7
a—o e dnia—g

a=E B e In>0.a—=40




Definition 3.5 (Reflexive transitive Hiille) Definition 3.5 (Reflexive transitive Hiille)

a =% o o =% a
a—Ety e 3B.a =k B ey a =gty e 36.a =k B ey
a—=af e Inia 4 b a—=nf e Inea—=g B
! —% A o dn>0.a—=403 a —>~2ﬁ B dn>0.a—40
Beispiel: £ —% a (¢ + a) und daher E =% a = (a +a). Beispiel: ' =%} @ (a + a) und daher E' =% a« (a +a).
Wir nennen

a1 =g 02 =@ - G On

eine Linksableitung gdw in jedem Schritt das linkeste Nichtterminal
in «; ersetzt wird.

Definition 3.6 (Kontextfreie Sprache) Definition 3.6 (Kontextfreie Sprache)
Eine kontextfreien Grammatik G = (V, X, P, S) erzeugt die Sprache Eine kontextfreien Grammatik G' = (V, X, P, S) erzeugt die Sprache
L(G) ={weX*| S =5 w} L(G) ={weX"|S—5uw}

Eine Sprache L. C ¥* heiBt kontextfrei gdw es eine kontextfreie
Grammatik G gibt mit L = L(G).




Definition 3.6 (Kontextfreie Sprache)
Eine kontextfreien Grammatik G = (V. X, P, S) erzeugt die Sprache

LG):={wekX" | S —w}

Eine Sprache L € X* heiBt kontextfrei gdw es eine kontextfreie
Grammatik &G gibt mit L = L(G).

Abkiirzungen:
CFG Kontextfreie Grammatik (context-free grammar)

CFL Kontextfreie Sprache (context-free language)

Beispiel 3.7
Die nicht-reguldre Sprache L = {a"b™ | n € N} ist kontextfrei, da
sie von der CFG

S —aSh|e

erzeugt wird.

Definition 3.6 (Kontextfreie Sprache)
Eine kontextfreien Grammatik G = (V. X, P, S) erzeugt die Sprache

L(G) ={weX |5 —=5uw}

Eine Sprache L C ¥* heiBt kontextfrei gdw es eine kontextfreie
Grammatik G gibt mit L = L(G).

Abkiirzungen:
CFG Kontextfreie Grammatik (context-free grammar)

CFL Kontextfreie Sprache (context-free language)

Konvention:
Ist G aus dem Kontext eindeutig ersichtlich, so schreibt man auch
nur o — 3 statt a —¢g 3.

Beispiel 3.7
Die nicht-reguldre Sprache L = {a"b™ | n € N} ist kontextfrei, da

sie von der CFG
S —aSb|e

erzeugt wird. Genauer: . = L(G) wobei G = (V. 3. P, S) mit
= {5}

{a.b}
= {9 —=aSb|e}

1%
%
P




Beispiel 3.7
Die nicht-reguldre Sprache L = {a™b™ | n € N} ist kontextfrei, da

sie von der CFG
S —aSh|e

erzeugt wird. Genauer: L = L(G) wobei G = (V, X, P, S) mit
Vo= {5}

Y = {ab}
P {S — aSb | ¢}

Der unendliche Baum aller méglichen (Links-)Ableitungen:

S — aSb — a®St?* — 35 —

N p pe pe

€ ab a’b? 353

a

Beispiel 3.7
Die nicht-reguldre Sprache L = {a"b™ | n € N} ist kontextfrei, da
sie von der CFG

S —aSh|e
erzeugt wird. Genauer: L = L(G) wobei G = (V, X, P, S) mit
Vo= {S}
Y = {ab}
P = {5—=aSb|e}

Der unendliche Baum aller méglichen (Links-)Ableitungen:

S = aSb — a2SH* - B3SP -

NN NN
€ ab ab? a3’

Beispiel 3.7
Die nicht-reguldre Sprache L = {a"b" | n € N} ist kontextfrei, da

sie von der CFG
S —aSh|e

erzeugt wird. Genauer: L = L(G) wobei G = (V, X, P, S) mit
Vo= {5}

Y = {ab}
P {S — aSb| €}

Der unendliche Baum aller moglichen (Links-)Ableitungen:

S — aSh — a®SP* — a3SP* —

p p N N

4 Soadirdo ]

3b3

Beispiel 3.8
Die nicht-regulire Sprache der Palindrome (w = w®) iiber {a, b}




Beispiel 3.8
Die nicht-regulire Sprache der Palindrome (w = w!?) iiber {a, b}
wird von folgender CFG erzeugt:

S—e€lalb|aSal|bSh

Beispiel 3.8
Die nicht-regulire Sprache der Palindrome (w = w®) iiber {a, b}
wird von folgender CFG erzeugt:

S—elalblaSal|bSh

Der Anfang des unendlichen Baums aller moglichen
(Links-)Ableitungen:

S IS

aa” aat  aba aaSaa abSha b bab bbb baSab bbSbb

Beispiel 3.8
Die nicht-regulire Sprache der Palindrome (w = wt) iiber {a, b}
wird von folgender CFG erzeugt:

(Syselalb| @Sy by

Der Anfang des unendlichen Baums aller moglichen
(Links-)Ableitungen:

“d L aSa s

Lemma 3.9 (Dekompositionslemma)

(SR’ —>g 3
A=
3.51,,{32. ny.,12. 3 = 5152 A n=mny+neg N —)23 ‘33 (2 =1, 2)

O(/l O/L

=[x
(A V=

fon (b2

M atha L=




Definition 3.10
Eine CFG heiBt rechts-linear gdw jede Produkion von der Form

A—-aB oder A—e st

Definition 3.10
Eine CFG heiBt rechts-linear gdw jede Produkion von der Form

A—aB oder A—e st

Eine CFG heiBt links-linear gdw jede Produkion von der Form
A— Ba oder A—e€ st

Lemma 3.11

Die rechts-linearen und links-linearen Grammatiken erzeugen
jeweils genau die reguldren Sprachen.

Definition 3.10
Eine CFG heiBt rechts-linear gdw jede Produkion von der Form

A — oder A — e st
Eine CFG heiBt links-linear gdw jede Produkion von der Form

A —=(Da oder A — e st

Definition 3.10
Eine CFG heiBt rechts-linear gdw jede Produkion von der Form

A—aB oder A—e€ st
Eine CFG heiBt links-linear gdw jede Produkion von der Form

A— Ba oder A — e st

Lemma 3.11
Die rechts-linearen und links-linearen Grammatiken erzeugen
Jjeweils genau die reguldren Sprachen.

Beweis: Ubung]
Korollar 3.12

Die reguldren Sprachen sind eine echte Teilklasse der kontextfreien
Sprachen.




3.2 Induktive Definitionen, Syntaxbaume und Ableitungen 3.2 Induktive Definitionen, Syntaxbaume und Ableitungen

@ Beispiel: Balancierte Klammern
@ Induktive Definitionen und Syntaxbdume allgemein

© Aquivalenz von Ableitung, Syntaxbaum und induktiver
Erzeugung

Beispiel 3.13 Beispiel 3.13
S —e| [S1]S9 S —e| [ST1]SS
Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten

Klammerwdrter in {[,]}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Spache La(.5):




Beispiel 3.13

S| [51]5S

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerworter in {[,]}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik

als induktive Definition einer Spache Lg(S): (G
=)

€€ S)

Beispiel 3.13

L)
S

‘S/'%d [S7 |

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerwdrter in { [, ]}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Spache L(5):

€€ La(S)
ue Lqg(S) = [ul € Lg(9)
ue La(S)AveLag(S) =—  wveLalS)

Beispiel 3.13

b

S—e|[51]8S

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerwdrter in {[,]1}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Spache L (.S5):

EELG(*S) L!
we La(S) =  [ul € Lg(9)

Beispiel 3.13

S| [S1]5S

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerwdrter in {[,]}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Spache La(.5):

€€ La(S)
LE Lg(SJ — 1] € Lg
ueLg(S)NveLg(S) = wuvelLg(Y)

Damit gilt zB:
e€La(S) = [1 e La(S)




Beispiel 3.13
S —e| [S1]8S
Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten

Klammerworter in {[,]}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Spache L¢(5):

€€ La(9)
we Lqg(S) = [ul € Lg(S5)
uwe Lg(S)ANve Lg(S) = wveLqg(S)

Damit gilt zB:
e€Lg(S) = [0 e€lag(S) = [[] €La(S)

Bemerkungen

e Die Produktionen (—) erzeugen Warter top-down,
d.h. von einem Nichtterminal zu einem Wort hin.

@ Die induktive Definition ( == ) erzeugt Worter bottom-up,
d.h. sie setzt kleinere Worter zu groBeren zusammen.

Beispiel 3.13
S —e| [S1]85S
Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten

Klammerwdrter in {[,]1}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Spache L (.S5):

€€ La(9)
we La(S) = [ul € La(9)
ue Lg(S)ANveLg(S) = wuveLg(y)

Damit gilt zB:
ecLa(S) = [1€Lg(S) = [[]€ Lg(S)
— [[110] € Lg(S)

Bemerkungen

o Die Produktionen (—) erzeugen Worter top-down,
d.h. von einem Nichtterminal zu einem Wort hin.

@ Die induktive Definition ( = ) erzeugt Warter bottom-up,
d.h. sie setzt kleinere Worter zu groBeren zusammen.

@ Die induktive Definition betrachtet nur Waorter aus X*.




Beispiel 3.13
S—e|[S1]5S
Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten

Klammerworter in {[,]}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Spache L¢(5):

€€ La(9)
ue Lag(S) = [ul € Lg(9)
weLag(S)hnvelqg(S) = wveLqg(S)

Damit gilt zB:
e € La(S) = [0 €Lg(S) = [[1] € Lg(S)

Zur induktiven Definition von L (S) gehort ein Induktionsprinzip:

Bemerkungen

o Die Produktionen (—) erzeugen Worter top-down,
d.h. von einem Nichtterminal zu einem Wort hin.

o Die induktive Definition ( =) erzeugt Warter bottom-up,
d.h. sie setzt kleinere Worter zu gréBeren zusammen.

@ Die induktive Definition betrachtet nur Worter aus X*.

Zur induktiven Definition von Lg(S) gehort ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fir alle uw € L(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,

“~

XQL@(”




Zur induktiven Definition von Ls(S) gehort ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle uw € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,

dh Vu € La(S). P(u), zeige:

P(e)
Pu) =  P([u])
P('U.) A P(l) —_— P(U.L')

»Induktion tber die Erzeugung von u“

Zur induktiven Definition von Lg(S) gehdrt ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle uw € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,

dh Vu € L(5). P(u), zeige:

P(e)
Pu) = P([ul)
P(u)ANP(v) = P(uv)

»Induktion iiber die Erzeugung von u”

Lemma 3.14
Alle u € Lg(S) enthalten gleich viele [ wie J.

Zur induktiven Definition von Lg(.S) gehodrt ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle uw € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,
dh Vu € La(S). P(u), zeige:

P(e)
Plu) = P([ul)
P(u)AP(v) = P(uv)

~Induktion iiber die Erzeugung von u"

Zur induktiven Definition von Lg(.S) gehort ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fir alle uw € L(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,
dh Vu € La(S). P(u), zeige:

P(e)
P(u) = P([ul)
P(u)ynP(v) = P(uv)

+Induktion iiber die Erzeugung von u"

Lemma 3.14
Alle uw € Lg(S) enthalten gleich viele [ wie J.

Beweis:
Mit Induktion iiber die Erzeugung von u:




Zur induktiven Definition von Lg(S) gehért ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle uw € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,

dh Yu e La(S). P(u), zeige:

P(e)
Plu) = P([ul)
P(u) ANP(v) = P(uv)

»Induktion liber die Erzeugung von u“

Lemma 3.14
Alle uw € La(S) enthalten gleich viele [ wie J.

Beweis:
Mit Induktion iiber die Erzeugung von w:

@ centhalt 0 [ und ].

Zur induktiven Definition von Lg(S) gehért ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle u € L (S) eine Eigenschaft P(u) gilt,

dh Vu € La(S). P(u), zeige:

P(e)
Pu) = P([ul)
PluynPlv) —  Pluv)

»Induktion iiber die Erzeugung von u”

Lemma 3.14
Alle u € Lg(S) enthalten gleich viele [ wie J.

Beweis:
Mit Induktion iiber die Erzeugung von wu:

@ centhidlt 0 [ und 1.
@ Enthialt u gleich viele [ wie 1, so auch [u].

e Enthalten u und v gleich viele [ wie ], so auch uw.

Zur induktiven Definition von L(.S) gehort ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle uw € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,
dh Yu € La(S). Plu), zeige:

P(e)
Plu)y = P([ul)
P(u)NP(v) =  P(uv)

. Induktion liber die Erzeugung von u"

Lemma 3.14
Alle u € La(S) enthalten gleich viele [ wie J.

Beweis:
Mit Induktion iiber die Erzeugung von u:

@ eenthdlt 0 [ und ].

o Enthilt u gleich viele [ wie 1, so auch [u].

Hinweis
Die Aussagen
Ve e M. P(x)

und

Voe.lx e M =|| P(x)

sind logisch vollig aquivalent.




Hinweis

Die Aussagen
Vo e M. P(x)

und
Vo, r e M = P(x)

sind logisch véllig dquivalent.

Der Allguantor wird dann (wie iiblich) oft weggelassen:

reM = Pl(x)

Definition 3.15
Prafix:
u=w &= dvouv=w

Hinweis

Die Aussagen
Vo e M. P(x)

und
Vr.re M = P(x)

sind logisch vollig daquivalent.
Der Allquantor wird dann (wie iiblich) oft weggelassen:

re M = P(x)

Definition 3.15
Prafix:
uw=w & dJuouv=w




Definition 3.15
Prafix:
u=<w &= duouv=w

Anzahl der Vorkommen:

#,(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Definition 3.15
Prafix:
u=w &= dvouv=w

Anzahl der Vorkommen:

#,(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Fiir unser Beispiel fithren wir zwei Abk. ein:
A(w) == #(w)  B(w) = (w)

Wir nennen w € {[.1}* balanciert gdw

Definition 3.15
Prafix:
u=w & Juour =w

Anzahl der Vorkommen:

#4(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Fiir unser Beispiel fithren wir zwei Abk. ein:

A(w) = #((w) B(w) == #7(w)

Definition 3.15
Prafix:
u=w &= dJv.uw=w

Anzahl der Vorkommen:

#,(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Fiir unser Beispiel fiihren wir zwei Abk. ein:
Alw) = #(w)  B(w) = #(w)

Wir nennen w € {[,1}* balanciert gdw
(1) A(w) = B(w) und
(2) fir alle Prafixe u von w gilt A(u) > B(u)




Definition 3.15
Prafix:

w=w & Ju.ouv=uw

Anzahl der Vorkommen:

#,(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Fiir unser Beispiel fithren wir zwei Abk. ein:

Aw) :==#((w)  B(w):=#(w)
Wir nennen w € {[.1}* balanciert gdw
(1) A(w)= B(w) und
(2) fiir alle Prafixe u von w gilt A(u) > B(u)

e Balanciert: [1, [[1], (1107, [[[]l[]] t\]]

Satz 3.16
Die Grammatik S — € | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Definition 3.15
Prafix:
u=w & Ju.ouw =T

Anzahl der Vorkommen:

#4(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Fiir unser Beispiel fithren wir zwei Abk. ein:

A(w) = #((w) B(w) == #7(w)

Wir nennen w € {[,]}* balanciert gdw
(1) A(w) = B(w) und
(2) fir alle Prafixe u von w gilt A(u) > B(u)

e Balanciert: [1, [[11, 001, CCOIC1]00]
@ Nicht balanciert: 1[, [] ]\[ []

Satz 3.16
Die Grammatik S — ¢ | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Wérter.

Beweis:
u e Lg(S) = u balanciert:




Satz 3.16
Die Grammatik S — € | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Wérter.

Beweis:
u € Lg(S) = w balanciert:

Mit Ind. liber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

e p=e€

Satz 3.16
Die Grammatik S — € | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
uw e Lg(S) = u balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

eep=€e = p=¢ = A(p) = B(p)
[ul: Sei p < [u]

Fall p =€ A(p) = B(p)

Fall p= [ul: A(p) = A(u)+1 =

Satz 3.16
Die Grammatik S — €| [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Woérter.

Beweis:

uwe La(S) = u balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).
eep=e = p=¢ — A(p) = B(p)

[ul: Sei p = [ul

Satz 3.16

Die Grammatik S — ¢ | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Wérter.

Beweis:
u e Lg(S) = u balanciert:
Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).
eep=e = p=€¢ = A(p) = B(p)
[ul: Seip = [ul
Fall p =€ A(p) = B(p)
Fall p= [ul: A(p) = A(u) +1=B(u)+1=




Satz 3.16
Die Grammatik S — € | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Wérter.

Beweis:
u € Lg(S) = w balanciert:

Mit Ind. liber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

eep=e = p=¢ = A(p) = B(p)
[ul: Sei p < [u]
Fall p =€ A(p) = B(p)
Fall p= [ul: A(p) = A(u)+1=B(u)+ 1= B(p)

Satz 3.16
Die Grammatik S — € | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
uw e Lg(S) = u balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

eep=€e = p=¢ = A(p) = B(p)
[ul: Sei p < [u]
Fall p =€ A(p) = B(p)
Fall p = [ul: A(p) = A(u) +1=B(u)+ 1= B(p)
Fall p = [g mit ¢ = u:
A(p) = Alg) +1

Satz 3.16
Die Grammatik S — €| [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Woérter.

Beweis:
uwe La(S) = u balanciert:
Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).
eep=e = p=¢ — A(p) = B(p)
[ul: Sei p = [ul
Fall p=e: A(p) = B(p)
Fall p = [ul: A(p) = A(u) +1=B(u)+1= B(p)
Fall p = [g mit ¢ < u:

Satz 3.16

Die Grammatik S — ¢ | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Wérter.

Beweis:
u e Lg(S) = u balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).
eep=e = p=€¢ = A(p) = B(p)

[ul: Seip = [ul

Fall p =€ A(p) = B(p)

Fall p = [ul: A(p) = A(u) +1 = B(u)+1= B(p)

Fall p = [¢ mit ¢ = u:

Alp) = Alq) +1 2 Blg) +1




Satz 3.16
Die Grammatik S — € | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Wérter.

Beweis:
u € Lg(S) = u balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

eep=2e = p=¢ = A(p) = B(p)
[ul: Sei p < [u]
Fall p =€ A(p) = B(p)
Fall p= [ul: A(p) = A(u)+1=B(u)+ 1= B(p)
Fall p = [g mit g = w:
Alp) = Alg) +1 = B(q) +1 > Blq)

Satz 3.16
Die Grammatik S — € | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
uw e Lg(S) = wu balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von ] (1) bewiesen, wir zeigen (2).

eep=2€e = p=€¢ = A(p) = B(p)
[ul: Sei p < [u]
Fall p =€ A(p) = B(p)
Fall p = [ul: A(p) = A(u) +1=B(u)+ 1= B(p)
Fall p = [g mit ¢ < u:
Alp) = Alg) +1 = Blq) +1 > B(q) = B(p)
wv: Sei p = uv.
Fall p < wu: A(p) = B(p) mit IA fir u

Fall p = ug und ¢ < v:
A(u) + Alg) = B(w) + A(g][= [B(w) + Blg| =|B(ug) {
B(p

Satz 3.16
Die Grammatik S — €| [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Woérter.

Beweis:
uwe La(S) = u balanciert:
Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).
eep=e = p=¢ = A(p) = B(p)
[ul: Sei p = [ul
Fall p=e: A(p) = B(p)
Fall p = [ul: A(p) = A(u) +1=B(u)+1= B(p)
Fall p = [g mit ¢ < w:
A(p) = Alq) +1 = B(q) + 1 > B(q) = B(p)

Satz 3.16
Die Grammatik S — ¢ | [S] | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Wérter.

Beweis:
u e Lg(S) = u balanciert:
Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).
eep=e = p=¢ = A(p) = B(p)
[ul: Seip = [ul
Fall p =€ A(p) = B(p)
Fall p = [ul: A(p) = A(u) +1 = B(u)+1= B(p)
Fall p = [¢g mit ¢ = w:
Ap) = Alg) +1 = Blq) +1 > B(q) = B(p)
uv: Sei p = uv.
Fall p < w: A(p) = B(p) mit IA fir u
Fall p = ug und ¢ < v:
A(p)) = A(u) + A(g) = B(u) + A(q) = B(u) + B(q) = B(ug) =
B(p




Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(9):

Beweis (Forts.)

u balanciert = w € Lg(S5):

Mit vollstandiger Induktion iiber n := |ul. (dh v = a;...ay,)
|A: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S).

Beweis (Forts.)
u balanciert = w € Lg(S):
Mit vollstandiger Induktion |iiber n 1= |u|.

Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(5):

Mit vollstandiger Induktion iiber n := |u|. (dh v = ay...ay,)
|A: Jedes balancierte Wort < n liegt in Ls(S).

Lz: u e La(9).

Falls n =0, sou=c¢€ € Lg(5).

Sei n > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):




Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(S):

Mit vollstandiger Induktion iiber n := |u|. (dh v =a;...a,)
|A: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S).

Zz: u € Lg(S5).

Falls n =0, so u =€ € Lg(9).

Sein > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):

h(e)

Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(S):
Mit vollstandiger Induktion iiber n := |ul. (dh v = a;...ay,)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S).
Zz:u e La(S).
Falls n =0, s0 u=¢€ Lg(9).
Sein > 0.
Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):
h(e), h(ayr), h(aiaz),..., h(ay...a,) (alle = 01).
Insb. gilt a3y = [ und a, =1.

@ Es gibt nur die Nullstellen h(e) und h(ay .. .ay).

Dann ist v := a5 ...a,_1 balanciert:

Beweis (Forts.)

u balanciert = w € Lg(95):

Mit vollstandiger Induktion tiber n 1= |u|. (dh v =a;...ay)
|A: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S).

Zz: u € Lg(S).

Falls n=0,s0 u=¢€€ Lg(S5).

Sei n > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):

hie), h(ar), h(araz),..., h(ar...a,) (alle = 01).

Insb. gilt a1 = [ und ap, = 1.

@ Es gibt nur die Nullstellen h(e) und h(ay...a,).

Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(S):
Mit vollstandiger Induktion iiber n := |u|. (dh v = ay...ay,)
|A: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S).
Zz: u € La(9).
Falls n=0,s0 u=¢€€ Lg(S).
Sei n > 0.
Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):
hie), h(ar), h(ayaz),..., h(ay...a,) (alle = 01).
Insb. gilt @1 = [ und a, = 1.
@ Es gibt nur die Nullstellen /i(€) und h(a; ... a,).
Dannist v := as ... a,_1 balanciert:

(1) A(v) = A([v]) —1=B([v]) -1




Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(S):

Mit vollstandiger Induktion iiber n := |u|. (dh v =a;...a,)

|A: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S).

Zz: u € Lg(S5).

Falls n =0, so u =€ € Lg(9).

Sein > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):

hie), hiar), hlaraz),..., h(ar...a,) (alle > 01).

Insb. gilt @y = [ und a, = 1.

@ Es gibt nur die Nullstellen i(€) und h(ay ...ay,).

Dann ist v := as ... a,_1 balanciert:
(1) A(v) = A([w]) — 1= B([v]l) — 1 = B(v)
(2) p = v: h(Ip) = A([p) — B(Ip) > 0

Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(S):

Mit vollstandiger Induktion iiber n := |ul. (dh v = a;...ay,)

IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S).

Zz:u e La(S).

Falls n =0, s0 u=¢€ Lg(9).

Sein > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):

h(e), h(ayr), h(aiaz),..., h(ay...a,) (alle = 01).

Insb. gilt a3y = [ und a, =1.

@ Es gibt nur die Nullstellen h(e) und h(ay .. .ay).
Dann ist v := a5 ...a,_1 balanciert:
(1) A(v) = A([v]) =1 = DB([v])—1= B(v)
(2) p 2w h(lp)=A(lp) — B(lp) >0 =
A(p) =A(lp)—1>B(lp) -1

Beweis (Forts.)

u balanciert = w € Lg(95):

Mit vollstandiger Induktion tiber n 1= |u|. (dh v =a;...ay)

|A: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S).

Zz: u € Lg(S).

Falls n=0,s0 u=¢€€ Lg(S5).

Sei n > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):

hie), h(ar), h(araz),..., h(ar...a,) (alle = 01).

Insb. gilt a1 = [ und ap, = 1.

@ Es gibt nur die Nullstellen h(e) und h(ay...a,).
Dann ist v := as ...a,_71 balanciert:
(1) A(v) = A([v]) —1=B([v]) — 1= B(v)
(2) p=2 v h(lp) = A(lp) — B(lp) >0 =
Alp) = A(lp) — 1

Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(S):
Mit vollstandiger Induktion iiber n := |u|. (dh v = ay...ay,)
|A: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S).
Zz: u € La(9).
Falls n=0,s0 u=¢€€ Lg(S).
Sei n > 0.
Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):
hie), h(ar), h(ayaz),..., h(ay...a,) (alle = 01).
Insb. gilt @1 = [ und a, = 1.
@ Es gibt nur die Nullstellen /i(€) und h(a; ... a,).
Dannist v := as ... a,_1 balanciert:
(1) A(v) = A([v]) —1=DB([v])—1= B(v)
(2) p 2w h(lp) = A(lp) — B(lp) >0 =
Alp) =A(lp)—1=>DB(Ilp)—1=DB(p) -1




Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(S):

Mit vollstandiger Induktion tiber n := |u|. (dh u=a;...ay)
|A: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S).

Zz: u € Lg(S5).

Falls n =0, s0 u=¢€€ Lg(S5).

Sein > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):

hie), hiar), hlaraz),..., h(ar...a,) (alle > 01).

Insb. gilt @y = [ und a, = 1.

@ Es gibt nur die Nullstellen i(€) und h(ay ...ay,).
Dann ist v := as ... a,_1 balanciert:
(1) A(v) = A([w]) — 1= B([v]l) — 1 = B(v)
(2) p=2 v h(lp) = A(lp) — B(lp) >0 =
Alp)=A(lp)—1>B(lp)—-1=B(p) -1 =
A(p) = B(p)

Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(S):

Mit vollstandiger Induktion iiber n := |ul. (dh v = a;...ay,)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S).

Zz:u e La(S).
Falls n=0,s0 u=¢€ Lg(95).
Sein > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):
h(e), h(ayr), h(aiaz),..., h(ay...a,) (alle = 01).
Insb. gilt a3y = [ und a, =1.

@ Es gibt nur die Nullstellen h(e) und h(ay .. .ay).
Dann ist v := a5 ...a,_1 balanciert:
(1) A(v) = A([v]) =1 = DB([v])—1= B(v)
(2) p 2w h(lp)=A(lp) — B(lp) >0 =
Ap)=A(lp)—=1>DB(lp)—1=B(p) -1 =
A(p) > B(p)
— v e Lg(S) (nach IA) = u= [v] € Lg(5)

Beweis (Forts.)

u balanciert = w € Lg(95):

Mit vollstandiger Induktion tiber n 1= |u|. (dh v =a;...ay)
|A: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(S).

Zz: u € Lg(S).

Falls n=10,s0 u=¢€€ Lg(S5).

Sein > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):

hie), h(ar), h(araz),..., h(ar...a,) (alle = 01).

Insb. gilt a1 = [ und ap, = 1.

@ Es gibt nur die Nullstellen h(e) und h(ay...a,).
Dann ist v := as ...a,_71 balanciert:
(1) A(v) = A([v]) — 1= B([v]l) — 1 = B(v)
(2) p=2 v h(lp) = A(lp) — B(lp) >0 =
Alp)=A(lp)—1>B(lp)—-1=B(p) -1 =
Alp) =z B(p)
— v € Lg(S5) (nach IA)




