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Lemma 2.48

Seien M, My, M> Mengen von REs.
e L[MiMs] = L[M1]|L[Ms>]
o LMy UM,y = L[M]U L[Ms]
o L[M*| = (L[M])*

Beweis:

L[M; Ms,)]

Uaens, az, L()

Uasenty azens, Llo1az)

Uayeary asens, L(a1)L(az2)

U enty anens, tw1wa [ wi € L(ag) Awy € L(ag)}
{wrws | wy € UaleMl L(ag) ANws € UageMg L)}
{wywy | wy € L[My| Awg € L[Ms]}

LMy L[My) 0

Gilt auch L[M; N Ma] = L[My] 1 L[Ma]?

Lemma 2.48

Seien M, My, Ma Mengen von REs.
e L[MiMs| = L[M;]|L[M>]
e L[My U Msy] = L[M{]U L[M;]
o L[M*] = (LIM])*

Beweis:

L[M; My

Unerran L(e)

Uaeny azens, Lle1az)

Ualeﬂh‘ageﬂ-fg L(an)L(az)

Ua, enryanens, 012 | w1 € L{ay) Awg € L(ag)}
{wiws | wy € UaleMl L) ANwa & UageMg L{a2)}
{wrwy | wy € L[M;| A wg € L{Ms]}

L{M LMy 0

Gilt auch L[, N Ms] = L[M;] N L[My]?




Satz 2.49 (Substitutionslemma)

Satz 2.49 (Substitutionslemma)

Beweis:
Mit struktureller Induktion tiber E.

e Fall £ = X:

Lio(L(X))] = Lp({X})] = L{o(X)}]

Satz 2.49 (Substitutionslemma)
Lio(L(E))] = L(o(E))

Beweis:
Mit struktureller Induktion tiber E.

o Fall F = X
Lo (L(X))]

Satz 2.49 (Substitutionslemma)
Llo(L(E))] = L(o(E))

Beweis:
Mit struktureller Induktion iliber L.

e Fall £ = X:

Llo(L(X))] = Lle({X})] = L[{o(X)}]




Satz 2.49 (Substitutionslemma)
Llo(L(E))] = L(o(E))

Beweis:
Mit struktureller Induktion liber E.

e Fall F = X:

LIo(L(X)] = Lio({X 1] = LH{o(X

e Fall £ = E1Ey:

Llo(L(E1E,))]

77

)} = L(o(X))

Satz 2.49 (Substitutionslemma)
Llo(L(E))] = L(o(E))

Beweis:
Mit struktureller Induktion tiber E.
o Fall £ = X:

o Fall £ = E Ey:

Llo(L(EyFy))] = Llo(L(£y) L(E))]

Satz 2.49 (Substitutionslemma)
Llo(L(E))] = L(o(E))

Beweis:
Mit struktureller Induktion tiber E.

e Fall £ = X:

Llo(L(X))] = Llo({X})] = L{o(X

e Fall /' = Fql:

Lio(L(E1Ep))] = L[mﬂg))]

= Llo(L(E1)) o(L(E2))]

)} = L(o(X))

Llo(L(X))] = Lle({X )] = L{e(X)}]

L(o(X))

Satz 2.49 (Substitutionslemma)
Llo(L(E))] = L(o(E))

Beweis:
Mit struktureller Induktion iliber L.
e Fall F = X:

e Fall £ = FqFs:

Llo(L(E Ey)))

Llo(L(X))] = Lle({X})] = L[{o(X)}]

L(o(X))




Satz 2.49 (Substitutionslemma)
Llo(L(E))] = L(o(E))

Beweis:
Mit struktureller Induktion liber E.
e Fall F = X:

LIo(L(X)] = Lie({X 1] = LH{o(X)}] = L(a(X))
o Fall £ = F 1 FEs:

Llo(L(E1ER))] = L

Satz 2.49 (Substitutionslemma)
Llo(L(E))] = L(o(E))

Beweis:
Mit struktureller Induktion tiber E.
e Fall E = X

Lio(L(X))] = Llo({X})] = LI{o(X)}] = L(o(X))
o Fall £ = 1k

Llo(L(E1Ey))] = L

Satz 2.49 (Substitutionslemma)
Llo(L(E))] = L(o(E))

Beweis:
Mit struktureller Induktion tiber E.
o Fall £ = X:

LIo(L(X))] = Lio({X})] = LH{o(X)}] = L(o(X))
o Fall E = E\Ey:

Lio(L(E1Es))] = Llo

Korollar 2.50
Falls E1 = E5 (wobei Variablen als neue Konstanten betrachtet
werden), dann o(E) = o(Ey) fiir alle Substitutionen o.




Korollar 2.50
Falls Iy = Fa (wobei Variablen als neue Konstanten betrachtet
werden), dann o(Ey) = o(FEy) fir alle Substitutionen o.

Denn E1 = Fo, also L(FEy) = L(FE2), impliziert

L{o(Er))

2.11 Automaten und Gleichungssysteme

Nicht mehr Beweisen von Aquivalenzen

Gilt XX* = X*X fiir alle X7

Korollar 2.50
Falls Iy = Is (wobei Variablen als neue Konstanten betrachtet
werden), dann o(Ey) = o(E>) fiir alle Substitutionen o.

Denn F| = Fa, also L(FE1) = L(F2), impliziert

L(o(Er)) = Llo(L(E1))] = L{o(L(Es))] = L(o(Ey)).

2.11 Automaten und Gleichungssysteme

Nicht mehr Beweisen von Aquivalenzen
Gilt XX* = X*X fiir alle X7
sondern Ldsen:

Fiir welches X gilt X =aX |57




2.11 Automaten und Gleichungssysteme

Nicht mehr Beweisen von Aquivalenzen
Gilt XX* = X*X fiir alle X7
sondern Ldsen:
Fiir welches X gilt X =aX |57
Anwendung:

Automat ~~ Gleichungssystem ~~ RE

Beispiel 2.51
Ein Automatenfragment:

2.11 Automaten und Gleichungssysteme

Nicht mehr Beweisen von Aquivalenzen
Gilt XX* = X*X fiir alle X7
sondern Ldsen:
Fiir welches X gilt X =aX | b7
Anwendung:

Automat ~~ Gleichungssystem ~~ RE

Technische Vereinfachung: die X; stehen fiir (unbekannte) REs.

Beispiel 2.51
Ein Automatenfragment:
(@)
(a2
b A= - 3
b_ Li = {w]| d(qs,w) € F}
ac¥a)
— I\q_L : (
'\fl?/




Beispiel 2.51
Ein Automatenfragment: )

X/{—_—; (OXZ)CX”S
[O\X/]

Beispiel 2.51
Ein Automatenfragment:

(qo
RN
__7-/_7\
arc g1y
- —""I\_, C
q3)
\33)

Da die L; reguldr sein miissen(?),

Li:={w]| 5{([;‘. w) € F}

==

Ly ={a}Li U{b}LoU{c}Ls

Beispiel 2.51
Ein Automatenfragment:
c
b ~ L= {w| 5(qi.w) € F}
o g —
- K-”\{ Ly ={a}LyU{b}Ly U {c}Ls
)

Da die L; reguldr sein miissen(?), arbeiten wir direkt mit REs:

X; = aXy | bX; | eXs

Beispiel 2.51
Ein Automatenfragment:

q3)
I\ft 3 J/

L; = {w]| 8(gi,w) € F}

—

L= {(E}I,l U {b}LQ U {(}Ld

Da die L; reguldr sein miissen(?7), arbeiten wir direkt mit REs:

X; = aX; | bXs | X3

Losung X; ist RE fiir die von g; aus akzeptierte Sprache.




Satz 2.52 (Ardens Lemma)
Sind A, B und X Spachen mit e & A, so gilt

X=AXUB = X=A4"B

Satz 2.52 (Ardens Lemma)
Sind A, B und X Spachen mit € ¢ A, so gilt

X=AXUB = X=A"B
Korollar 2.53
Sind e, 3 und X reguldre Ausdriicke mit € ¢ L(«), so gilt
X=X | = X=a'3

Bemerkungen
o X\ :%}.\' J I3 hat keine eindeutige Ldsung:

Satz 2.52 (Ardens Lemma)
Sind A, B und X Spachen mit ¢ & A, so gilt

X=AXUB = X=A4"B
Korollar 2.53
Sind ov, 3 und X reguldre Ausdriicke mit e ¢ L(«), so gilt

X=X | = X=a'p

Satz 2.52 (Ardens Lemma)
Sind A, B und X Spachen mit ¢ ¢ A, so gilt

X=AXUB = X=A4"B
Korollar 2.53
Sind «, 3 und X regulire Ausdriicke mit € & L(«), so gilt
X=X |8 = X=a'p

Bemerkungen

@ X = {¢}X U B hat keine eindeutige Lésung:
jede Sprache X D B ist Losung.

@ X =aXb| e hat keine regulire Losung.




Umwandlung eines DFAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

Beispiel 2.54

b
~
| ]

TN a 7N

3 32)

b a
©)

Umwandlung eines DFAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

Beispiel 2.54

b
~
[
TN a e
L 12)
b a
3

Aquivalentes Gleichungssystem:

X ist ein RE fiir die von ¢; aus akzeptierte Sprache.

_Xl = (I.X—Q | b_Xg
Xy aXy | bXa

Umwandlung eines DFAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

Beispiel 2.54

b
e
()
1 a Ny
(L& 22)
b a
\3)

Aquivalentes Gleichungssystem:

X ist ein RE fiir die von ¢; aus akzeptierte Sprache.

‘X] =

Umwandlung eines DFAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

Beispiel 2.54

b
e
\ )
TN a s
A1) 12)
b a
3

Aquivalentes Gleichungssystem:

X, ist ein RE fiir die von ¢; aus akzeptierte Sprache.

.X—l = (LXQ ‘ b_X—g
X9 aXy|bXo e




Umwandlung eines DFAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

Beispiel 2.54

b

N

.
{1) a {2)
- ZJ

b a
‘\ 3 /]:-il

Aquivalentes Gleichungssystem:
Xj ist ein RE fiir die von ¢; aus akzeptierte Sprache.
‘X] = («“X'Q | !‘,LXB

X5 aXy | bXs | e
)(3 [LXL ‘ (LXQ | €

Losen des Gleichungssystems:
_Xl = (I.X—Q | F_)_Xg
Xy aXy|bXo | €
X3 bX1|aXa|e€

Losen des Gleichungssystems:
‘X] = (LXQ ‘ b)(g
‘XQ = (!‘Xl ‘ ELXQ ‘ €
Xz = bXq|aXs|e

Lésen des Gleichungssystems:
.X—l = (LXQ ‘ ’_)_X—g
Xo = aX1|bXo e
X3 bX1|aXa|e€

Lose Xy = bXy | (aXy | €) nach X5 auf:




Losen des Gleichungssystems:

‘X] = («“X'Q | ELXB
‘ng = («“Xl | ELXQ | €
X3 bX1 | aXs | e

Lose Xo =bXso | (X | €) nach Xy auf:

Xy =b*(aXy|€) =

Losen des Gleichungssystems:

_Xl = (I.X—Q | b_Xg
Xy = aX;|bXo|e
‘ng = fLXl ‘ (LXQ | €

Lose Xo =bXs | (a Xy | €) nach Xy auf:
Xo=b"(aXy | €)
Zuriick einsetzen:

X1 = ab*(aXy]€))|bX3

Losen des Gleichungssystems:

X, = \ bX3

‘XQ = (!‘Xl ‘ b‘XQ ‘ €

Xz = bXy| (@\ €

Lose Xo = bXs | (aXy | €) nach Xy auf:
Xo =0b"(aX1 | €)

Zuriick einsetzen:

Lésen des Gleichungssystems:

.X—l = (LXQ ‘ b_X—g
Xo = aX;|bXs|e
){3 = b‘Xl | (LXQ ‘ €

Lose Xy = bXy | (aXy | €) nach X5 auf:
Xo=b"(aXy | €)

Zuriick einsetzen:
X
X3

afb*(aXy | €)) | bX3
bXi | a[b™(aXy | €)) | €




Losen des Gleichungssystems:
X1 = aXs| z
‘ng |E («“Xl | ELXQ | € |
X3 bX1[aXs e

Lose Xo = bXs | (aX | €) nach Xy auf:
Xo =b"(aXq | €)
Zuriick einsetzen:

X1 = a(b*(aXy |€)) | bX;
X3 bXy | a(b*(aXy |€)) ] €

Ausmultiplizieren und X; ausklammern:

X, =

X1 = ab*aXy | bXT| ab®
Xy = (b|ab®a)X1|ab® | e

Xg ist gelost, in 1. Gleichung einset

X1 =ab*aX1 Nb((b | ab®a)X1 | ab” | €)

Losen des Gleichungssystems:

‘X] = (LXQ ‘ b)(g
‘XQ = (!‘Xl ‘ b‘XQ ‘ €
Xg = bXi|aXa|e€

Lose X9 = bXy | (aXq | €) nach X5 auf:
Xo=b"(aXy | €)

Zuriick einsetzen:

X1 = ab(aXi]€))|bXs
Xy = '1 la(b* (X1 | €)) | €

Ausmultiplizieren und X; ausklammern:

X1 = abfaX) |ab® | X3

Xy = |(b] ab*a)y [[ab [ €]

X1 = abaXq|bXs|ab*
Xy = (b|ab*a)Xy |ab* | e

Xg ist gelost, in 1. Gleichung einsetzen:
X1 =ab*aXy | b((b]| ab®a) Xy | ab® | €) | ab®
Ausmultiplizieren und X1 ausklammern:

X1 = (ab®a | bb | bab™a) Xy




X1 = ab’aXy | bXg|ab”
X3 (b|ab*a)Xy | ab® | €

X3y ist geltst, in 1. Gleichung einsetzen:
X1 =ab®aXy | b((b|aba)Xy | ab™ | €) | ab”
Ausmultiplizieren und X'; ausklammern:

X1 = (ab*a | bb | bab®a) Xy | bab® | b | ab”

Umwandlung eines FAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

o Wandle FA mit n Zustanden in ein System von n Gleichungen
mit 7 Variablen um:

‘Xri = (Il'l‘Xv] ‘ v ‘ ”in‘Xvﬂ | bi

X1 = ab’aXy | bXg | ab®
X3 (b|ab*a)X1 | ab* | e

Xy ist gel6st, in 1. Gleichung einsetzen:
X1 =ab*aXy | b((b | ab¥a)Xy | ab® | €) | ab”
Ausmultiplizieren und X ausklammern:
X1 = (ab®a | bb | bab*a) X1 | bab™ | b | ab®
Nach Xy auflosen:

X1 = (ab®a | bb | bab™a)* (bab™ | b | ab®)

Umwandlung eines FAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

@ Wandle FA mit n Zustinden in ein System von n Gleichungen
mit n Variablen um:

‘Xvi = (llj]‘){l | R | (“in‘){ﬂ. ‘ bi

aij = c1 |- |ep falls {er..... ckt={ceX|q 5 Tk

wobei a;; := @ falls q; < ¢;fiir kein ¢ € ¥




Umwandlung eines FAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

e Wandle FA mit n Zustdnden in ein System von n Gleichungen
mit n Variablen um:

Xi=apXy | - | amXy | by
(&
aij = c1 |- |ep falls {e1,..., at={ceX|¢a—q}
wobei a;; := 0 falls g; > g¢fiir kein c € &
e fallsg e F
by =
@ sonst

Umwandlung eines FAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

o Wandle FA mit n Zustanden in ein System von n Gleichungen
mit 7 Variablen um:

‘Xri = (Il'l‘Xv] ‘ v ‘ ”in‘Xv?l | bi

aij = o1 |- |ep falls {e1... .. cxt={ce¥|q N qj}

wobei a;; := 0 falls q; < g;fiir kein ¢ € X

e fallsg e F
@ sonst

o Lose das System durch schrittweise Elimination von Variablen
mit Hilfe von Ardens Lemma fiir REs (Korollar 2.53).

@ st & der Startzustand, so beschreibt X;. die vom Automaten
akzeptierte Sprache.

Umwandlung eines FAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

e Wandle FA mit n Zustdnden in ein System von n Gleichungen
mit n Variablen um:

_X.i = (ljl.X—l | e | (n‘z‘n.X—ﬂ ‘ bi
c
agj = c1 |- |ep falls{c1..... cky={ceX|q—q}
wobei a;; := @ falls g; > g;fiir kein c € ¥
e fallsg e F
b; =
¢ sonst

@ Lose das System durch schrittweise Elimination von Variablen
mit Hilfe von Ardens Lemma fiir REs (Korollar 2.53).

Das System in Matrix-Schreibweise, mit + statt |:

xr = Ax A}L b




Das System in Matrix-Schreibweise, mit + statt |:

wobei

Matrix-Addition und

x=Ax +0b

a11

(n1

aln

b=

Unn

Multiplikation sind wie iiblich definiert,

Das System in Matrix-Schreibweise, mit + statt |
r=Axr+b

wobei

X1 ay] ... ain by
r= ; A= Lot b=

X apl - Opp by,

Matrix-Addition und Multiplikation sind wie iiblich definiert,
aber auf der Element-Ebene mit

@ REs statt Zahlen,
e Konkatenation statt Multiplikation,
@ Alternative statt Addition.

Beispiel 2.55

a
¢

d

)

X,
Xo

):

aXq| +1b X9
X1+ dXo

Das System in Matrix-Schreibweise, mit + statt |:
r=Axr+0b x = A\'XT\LD
wobei
Xq ailr ... ain b1
r= : A= L. b=
Xa anl ... Opp by,

Matrix-Addition und Multiplikation sind wie iiblich definiert,
aber auf der Element-Ebene mit

@ REs statt Zahlen,
@ Konkatenation statt Multiplikation,
@ Alternative statt Addition.




Beispiel 2.55

a b\ (X1 _ [aX)+bX,
e d) \Xa) T \exy +dX,

Beispiel 2.55

a b\ (X1 _ [aX|+bXy
c d) \Xa) \eXi+dXs
Achtung: Die Eintrage in den Matrizen sind beliebige REs!

Wenn wir + und - auf Matrizen haben, was konnte * sein?

A=A+ Al A2 4

Beispiel 2.55

a b X1\ [aX{+DbXy
¢ d) \Xo)  \eX1+dXo
Achtung: Die Eintrdge in den Matrizen sind beliebige REs!
Wenn wir + und - auf Matrizen haben, was kdnnte * sein?
A=A AL A2

Existiert das? Was ist das?

Beispiel 2.55

a b\ (X1 _ [aX{+bXy

e d) \Xo)  \eX)+dXs
Achtung: Die Eintrige in den Matrizen sind beliebige REs!
Wenn wir + und - auf Matrizen haben, was kénnte * sein?

A =A%+ Al 4 A% 4

Existiert das? Was ist das?

Es gilt:  A(7, j) beschreibt alle Wege von 7 nach j der Linge 1.

A% =( A




Beispiel 2.55

a b\ (X1)  [aX|+DbXy

c d) \Xa)  \ecXi+dXs
Achtung: Die Eintrdge in den Matrizen sind beliebige REs!
Wenn wir + und - auf Matrizen haben, was kénnte * sein?

A=A+ AN+ A%+

Existiert das? Was ist das?

Es gilt: A7, j) beschreibt alle Wege von i nach j der Lange 1.
A"™(i. j) beschreibt alle Wege von i nach j der Lange n.

Daher sollte gelten:

A*(i,j) beschreibt alle Wege von i nach j endlicher Lange.

Beispiel 2.55

a b\ (X1\  [aX{+bXy

e d) \Xe)  \eX] +dXy
Achtung: Die Eintrdge in den Matrizen sind beliebige REs!
Wenn wir + und - auf Matrizen haben, was kdnnte * sein?

A =AY At 4 A% 4

Existiert das? Was ist das?

Es gilt:  A(Z, j) beschreibt alle Wege von i nach j der Linge 1.
A™(i, j) beschreibt alle Wege von i nach j der Lange n.

Daher sollte gelten:

A*(i, ) beschreibt alle Wege von ¢ nach j endlicher Lange.

Beispiel 2.55

a b\ (X1 _ [aX|+bXy

c d) \Xo)  \eXy+dXs
Achtung: Die Eintrage in den Matrizen sind beliebige REs!
Wenn wir + und - auf Matrizen haben, was konnte * sein?

A=A+ Al A2 4

Existiert das as ist das?
Es gilt: ) beschreibt alle Wege von 7 nach j der Linge 1.
5 beschreibt alle Wege von i nach j der Liange n.
Daher sollte gelten.
A*(2,7) beschreibt alle Wege von i nach j endlicher Lange.

Aus dem Beweis des Satzes von Kleene wissen wir: L/
4*

i..j) existiert und ist der reguldre Ausdruc

Beispiel 2.55

a b\ (X{\ _ [(aXi+bXs
¢ d)\Xo) T \eXy = dX,




Satz 2.56 Satz 2.56

Sei A eine n x n Matrix reguldrer Ausdriicke. Sei A eine n x n Matrix reguldrer Ausdriicke.

Seien = und b Vektoren der GréBe n. Seien = und b Vektoren der GréBe n.

Falls e ¢ L(A(i,j)) fir alle i, j, dann gilt Falls e ¢ L(A(i,3)) fiir alle i, j, dann gilt
r=Ar+b = =A% r=Ar+b = =A%

Beweis: zB Kozen.
Berechnung von A*: zB Kozen oder Satz von Kleene.

Satz 2.56

Sei A eine n x n Matrix reguldrer Ausdriicke.
Seien x und b Vektoren der GréBe n.

Falls € & L(A(i,7)) fiir alle i, j, dann gilt

r=Ar+b — =A% Wann wendet man welches Verfahren zum Ldsen von
Gleichungssystemen an:
Beweis: zB Kozen.
Berechnung von A*: zB Kozen oder Satz von Kleene.

Bemerkung;:
Die Nebenbedingung e ¢ L(A(i, j)) ist automatisch gegeben,
wenn A von einem Automaten ohne e-Ubergidnge stammt,




Wann wendet man welches Verfahren zum Ldsen von
Gleichungssystemen an:

@ Schrittweises Losen des Gleichungssystems mit Ardens
Lemma: fiir Berechnungen per Hand.

Beweis

von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

Beweis

von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

Beweis

von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = A‘X;U B.

X = AAXuBUB




Beweis

von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

X = AAXUB)UB=A2XUABUB

Beweis

von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

X = A(AXUB)UB=A2XUABUDB

= A(AXUB)UABUB=A*XUA’BUABUB=...

Mit Induktion zeigt man fiir alle n € N:

X=a""xul]JaB

i<n

Beweis

von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

X = AAXUB)UB=A’XUABUB
A2(AXUB)UABUB

Beweis

von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

X = A(AXUB)UB=A2XUABUB

= A’ (AXUB)UABUB=A*XUA’BUABUB=...

Mit Induktion zeigt man fiir alle n € N:
X=A""xulJA'B
i<n
0: Behauptung wird zu X = AX U 3, der Annahme.

n+1:
X = AXUB

AAMX U, A'B)UB




Beweis

von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

X = AAXUB)UB=A2XUABUB

= A2(AXUB)UABUB=A’XUA’BUABUB=...

Mit Induktion zeigt man fiir alle n € N:
X =Amlxul]JAB
i<n

0: Behauptung wird zu X = AX U B, der Annahme.
n+ 1

ATX U Uz<r

An_’_z‘x U z<n @

X = ATy y U AR
i<n

Wir zeigen nun X = A*B.

Beweis

von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

X = AAXUB)UB=A2XUABUB

A2 (AXUB)UABUB = A*X UA’BUABURB = ...

Mit Induktion zeigt man fiir alle n € N:

X =amlyul A
i<n
0: Behauptung wird zu X = AX U B, der Annahme.

n+ 1
X = AXUB

AAMX U e ABYU B

= A™2X U (o, ATB)UB
AM2X U (U ciens AB)U B
= A"2X Ul A'B

i<n+1

X = ALY U AR
i<n
Wir zeigen nun X = A*B.
A*BCX: we A*B = U AB
ielN




X=a""xul]JaB
i<n

Wir zeigen nun X = A*B.

A*BCX:|weA'B=|JA'B

ieN
= dn.wcA"B

= wc X

X:yWXuU£B

i<n
Wir zeigen nun X = A*B.
ABCX: weA'B=|]A'B
iEN
= dn.wcA"B
— weX
N CA*B

Sei w € X und n := |w|.

ed A

X=A""xulJA'B
i<n
Wir zeigen nun X = A*B.
A*BCX: weA'B=|JA'B
icN
= dn.we A"B
= we X

X CA*E: Sei w e X und n = |w|.

X:yMXuUA@
i<n

Wir zeigen nun X = A*B.

AmgX:wefB:UAT
ielN
— dn. we A"B
— we X
X C A*B

Sei w € X und n = |w|.

eg A

— Yu € A" |u| >n41




X=a""xul]JaB
i<n
Wir zeigen nun X = A*B.

A*BCX: weA'B=|JA'B
ieN
= dn.wecA"B

= weX
X CA*E: Sei w e X und n = |w|.
e¢g A
— Yuec A" |u| >n+1

— wg|AntX

X=A""xulJA'B

i<n
Wir zeigen nun X = A*B.
A*BCX: weA'B=|JA'B
icN
= dn.we A"B
= we X
X CA*EB: Sei w e X und n = |w|.
e¢ A

— Yuec A" |u| >n+1
= w¢gAMX

:¢wEUA%

i<n

X:yWXuU£B

i<n
Wir zeigen nun X = A*B.
ABCX: weA'B=|]A'B
i€N
= dn. we A"B
— we X
X CA*B: Seiwe X und n:=|w|.
ed A

= Yu€ A Ju| >n+1
= w¢ AMTIX
— welJABC|JA'B

i<n ieN

X:yMXuUA@

i<n
Wir zeigen nun X = A*B.
ABCX: weA'B=[]A'B
icl
= dn.we A"B
— we X
X CA*B: Seiwe X und n = |w|.
eg A

— Yu € A" |u| >n41
= w¢ ALY
= we | JABC|JA'B=A"B

i<n ieN




X=a""xul]JaB

i<n
Wir zeigen nun X = A*B.
A*BCX: weA'B=|JA'B
icN
= dn.we A"B
= we X
X CA*E: Sei w e X und n = |w|.
e¢g A

— Yuec A" |u| >n+1
s wg ATHY

:¢wEU$BgUA%:AT

i<n Sl

2.12 Minimierung endlicher Automaten

© Beispiele
@ Algorithmen
@ Minimalitatsbeweis

Der Algorithmus zur Minimierung eines DFA:

@ Entferne alle von gp aus nicht erreichbaren Zustande.

Der Algorithmus zur Minimierung eines DFA:

@ Entferne alle von ¢p aus nicht erreichbaren Zustidnde.
@ Berechne die dquivalenten Zustinde des Automaten.




Der Algorithmus zur Minimierung eines DFA:

@ Entferne alle von gg aus nicht erreichbaren Zustinde.
@ Berechne die dquivalenten Zustiande des Automaten.

© Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
dquivalenten Zustdnde.

Zustdnde p und g sind unterscheidbar wenn es w € ¥* gibt mit
d(p.w) € I und 6(q,w) & I oder umgekehrt.

Der Algorithmus zur Minimierung eines DFA:

@ Entferne alle von gp aus nicht erreichbaren Zustinde.
@ Berechne die dquivalenten Zustinde des Automaten.

© Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
aquivalenten Zustidnde.

Zustdnde p und ¢ sind unterscheidbar wenn es w € ¥* gibt mit
§(p,w) € I und d(q,w) & I oder umgekehrt.

Zustdnde sind dquivalent wenn sie nicht unterscheidbar sind, d.h.
wenn fiir alle w € X* gilt:

(_;5(]_). w)e F & dquw)eF

Der Algorithmus zur Minimierung eines DFA:

@ Entferne alle von ¢o aus nicht erreichbaren Zustdnde.
@ Berechne die dquivalenten Zustande des Automaten.

© Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
dquivalenten Zustdnde.

Zustande p und g sind unterscheidbar wenn es w € X gibt mit
d(p.w) € F und 6(q,w) ¢ F oder umgekehrt.

Zustinde sind dquivalent wenn sie nicht unterscheidbar sind, d.h.

wenn fiir alle w € ¥* gilt:

5(1).1(') ceF < 5((1. w) e F

Der Algorithmus zur Minimierung eines DFA:

@ Entferne alle von ¢p aus nicht erreichbaren Zustidnde.
@ Berechne die dquivalenten Zustinde des Automaten.

© Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
aquivalenten Zustinde.

Zustande p und g sind unterscheidbar wenn es w € X* gibt mit
S(p.w) € F und d(q.w) ¢ F oder umgekehrt.

Zustinde sind dquivalent wenn sie nicht unterscheidbar sind, d.h.

wenn fiir alle w € ¥* gilt:

5(}). w) el & {S‘(q. w) € F

Sind d(p. a) und d(q, a) unterscheidbar, dann auch p und q.

OO
25D 50




Der Algorithmus zur Minimierung eines DFA:

@ Entferne alle von gg aus nicht erreichbaren Zustinde.
@ Berechne die dquivalenten Zustiande des Automaten.

© Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
dquivalenten Zustdnde.

Zustdnde p und g sind unterscheidbar wenn es w € ¥* gibt mit

d(p.w) € I und 6(q,w) & I oder umgekehrt.

Zustdnde sind dquivalent wenn sie nicht unterscheidbar sind, d.h.

wenn fiir alle w € ¥* gilt:
fj(p. w)eF & dquw)eF
Sind &(p, a) und d(q, a) unterscheidbar, dann auch p und q.

= Unterscheidbarkeit pflanzt sich riickwarts fort.

Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

durch Berechnung der unterscheidbaren Zustinde

Eingabe: DFA A = (@, X, 4, qo0, F)
Ausgabe: Aquivalenzrelation auf ().

Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p,q} C Q.

Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

durch Berechnung der unterscheidbaren Zustande

Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

durch Berechnung der unterscheidbaren Zustdnde

Eingabe: DFA A = (Q).X.9, g0, F)
Ausgabe: Aquivalenzrelation auf ().
Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p,q} C ().
Algorithmus U:
Q@ U:={{pa}|pelt nggl}




Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

durch Berechnung der unterscheidbaren Zustinde

Eingabe: DFA A = (Q., %, 4, qo, I')
Ausgabe: Aquivalenzrelation auf Q.

Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p,q} C ().

Algorithmus U:
QO U:={{p.q}|peFnrnq¢F}
@ while E{_(ii,q} gU. JaecX. {N_(;i.(i).(ﬂ_q,n)} clU
do U :=UU {{[J.q}}

Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

durch Berechnung der unterscheidbaren Zustinde

Eingabe: DFA A = (@, X, 4, qo0, F)
Ausgabe: Aquivalenzrelation auf ().

Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p.q} C Q).

Algorithmus U:
Q@ U={{patlpelAqgl}
@ while 3{p.q} ¢ U. 3a € ¥. {6(p,a).d(q.a)} € U
do U :=UU{{p.q}}
Invariante: {p.q} € U = p und ¢ unterscheidbar

Lemma 2.57
Am Ende gilt: U ist Menge aller unterscheidbaren Zustande.

Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

durch Berechnung der unterscheidbaren Zustande

Eingabe: DFA A = (Q. 3,0, qo, I)
Ausgabe: Aquivalenzrelation auf Q.
Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p.q} C Q.
Algorithmus U:

Q@ U:={{pa}|peFAqéF}

@ while 3{p.q} ¢ U. Ja € £. {6(p,a).d(q,a)} € U

do U :=UU{{p.q}}

Invariante: {p.q} € U = p und ¢ unterscheidbar

Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

durch Berechnung der unterscheidbaren Zustdnde

Eingabe: DFA A = (Q).X.9, g0, F)
Ausgabe: Aquivalenzrelation auf ().
Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p.q} C ().
Algorithmus U:

QO U:={{p.at|pelF Aqgél}

@ while 3{p.q} € U. Ja € ¥. {6(p,a).d(q.a)} € U

do U :=UU{{p,q}}

Invariante: {p.q} € U = p und ¢ unterscheidbar
Lemma 2.57
Am Ende gilt: U ist Menge aller unterscheidbaren Zustande.

Beweis:
{p.q} € U = p und q unterscheidbar: Invariante




Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

durch Berechnung der unterscheidbaren Zustinde

Eingabe: DFA A = (Q., %, 4, qo, I')
Ausgabe: Aquivalenzrelation auf Q.

Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p,q} C ().

Algorithmus U:
QO U:={{p.q}|peFnrnq¢F}
@ while 3{p.q} ¢ U. Ja € X. {6(p,a).d(q.a)} €U
do U :=UU{{p.q}}
Invariante: {p.q} € U = p und q unterscheidbar

Lemma 2.57
Am Ende gilt: U ist Menge aller unterscheidbaren Zustinde.

Beweis:

{p.q} € U = pund g unterscheidbar: Invariante

p und ¢ unterscheidbar = {p.q} € U:

Induktion iiber die Lange eines unterscheidenden Worts.

Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

durch Berechnung der unterscheidbaren Zustande

Eingabe: DFA A = (Q. 3,0, qo, I)
Ausgabe: Aquivalenzrelation auf Q.
Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p.q} C Q.
Algorithmus U:

Q@ U:={{pa}|peFAqéF}

@ while 3{p.q} ¢ U. Ja € £. {6(p,a).d(q,a)} € U

do U :=UU{{p.q}}

Invariante: {p.q} € U = p und ¢ unterscheidbar
Lemma 2.57
Am Ende gilt: U ist Menge aller unterscheidbaren Zustinde.

Beweis:

{p.q} € U = p und q unterscheidbar: Invariante

p und ¢ unterscheidbar = {p.q} € U:

Induktion iiber die Linge eines unterscheidenden Worts.




