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Die logische Struktur des Satzes:

Vreg. R.

Fazit:

Falls L(M) = R so ist |Qar]| eine Pumping-Lemma-Zahl fir R.

O




Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 2.31
Die Sprache {a'b’ | i € N} ist nicht regular.

Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 2.31
Die Sprache {a'b' | i € N} ist nicht regulr.

Beweis:
Angenommen, L sei doch regular.
Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.

Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 2.31
Die Sprache {a'b' | i € N} ist nicht regular.

Beweis:
Angenommen, L sei doch regulir.

Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 2.31
Die Sprache {a'b' | i € N} ist nicht regular.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.
Wahle 2 = a"b™ € L.




Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas: Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 2.31 Satz 2.31

Die Sprache {a'b' | i € N} ist nicht regulr. Die Sprache {a'b' | i € N} ist nicht regular.
Beweis: Beweis:

Angenommen, L sei doch regular. Angenommen, L sei doch regulir.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L. Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.
Wiahle 2 = a™b™ € L. Wahle z = a"b™ € L.

Dann ist z zerlegbar in wvw mit Dann ist z zerlegbar in uow mit

w,v € {a}* (weil juv| < n)und v # e u,v € {a}* (weil |uv| <n)und v #e.

Damit miisste gelten a” 1"b™ = ww € L. 4

Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 2.31
Die Sprache {a'b' | i € N} ist nicht regulr.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.
Wahle » = a"b" € L. Ist die Sprache {a"b" | n < 105} regulir?
Dann ist z zerlegbar in uvw mit

u,v € {a}* (weil juv| <n)und v #e.

Damit miisste gelten ™ 1"Ib" = ww € L. 4 O

Endliche Automaten kdnnen nicht unbegrenzt zihlen




Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 2.32
L= {0"”’“2 | m = 0} ist nicht regular.

Ist die Sprache {a™™ | n < 10°} regulir?

Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas: Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 2.32 Satz 2.32

L= {Om2 | m = 0} ist nicht regular. L= {0"”“2 | m = 0} ist nicht regular.

Beweis: Beweis:

Angenommen, L sei doch regular. Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L. Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.

Wihle = = 0"* € L. Dann ist = zerlegbar in wvw mit Wihle » = 07 € L. Dann ist » zerlegbar in wvw mit
L< o] < |uv] <n 1< o] < |uv] <n

und uvlw € L fiir alle [ € N. und wvlw € L fiir alle | € N. D.h. insb. [uv?w]| ist Quadratzahl.




Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas: Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 2.32 Satz 2.32

L= {Om2 | m > 0} ist nicht regular. L= {Om2 | m > 0} ist nicht regular.

Beweis: Beweis:

Angenommen, L sei doch regular. Angenommen, L sei doch regulir.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L. Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.

Wihle » = 0"° € L. Dann ist 2 zerlegbar in wvw mit Wihle > = 0" € L. Dann ist = zerleghar in wow mit

1< o] < Jue] < 1< Jo] < Jur] < n
und uvlw € L fiir alle [ € N. D.h. insb. |uv?w| ist Quadratzahl. und uvlw € L fiir alle I € N. D h. insb. |uv?w] ist Quadratzahl.
Dies fithrt zu einem Widerspruch: Dies fiihrt zu einem Widerspruch:
n? = |z| = luow| < |uv?w) n? = |z| = luvw| < [wtw| <n?4n<n?+2n4+1=(n+1)>

Pumping-Lemma-Zahl fiir L(ab*c)?

Ubungsaufgabe:

{17 | p prim} ist nicht reguldr.




Pumping-Lemma-Zahl fiir L(ab*c)?

Pumping-Lemma-Zahl fiir {aaaaaa}?

Erinnerung:

n ist Pumping-Lemma-Zahl fiir L
gdw
alle z € L mit |z| = n lassen sich aufpumpen.

Bemerkung
Es gibt nicht-reguldre Sprachen, fiir die das Pumping-Lemma gilt!

= Pumpin Lemma hinreichend aber nicht notwendig um
Nicht-Regularitat zu zeigen.

Bemerkung
Es gibt nicht-reguldre Sprachen, fiir die das Pumping-Lemma gilt!

Bemerkung
Es gibt nicht-reguldre Sprachen, fiir die das Pumping-Lemma gilt!

= Pumpin Lemma hinreichend aber nicht notwendig um
Nicht-Regularitat zu zeigen.

regular C Pumping-Lemma gilt C alle Sprachen




2.9 Entscheidbarkeit 2.9 Entscheidbarkeit

@ Welche Probleme sind fiir reguldre Sprachen entscheidbar? @ Welche Probleme sind fiir reguldre Sprachen entscheidbar?
Sehr viele!

2.9 Entscheidbarkeit

@ Welche Probleme sind fiir reguldre Sprachen entscheidbar?

Sehr viele! .
Statt Mengen verwendet man oft Eigenschaften oder Probleme.

@ Wie hangt die Komplexitat mit der Reprasentation zusammen: Bsp: “ist prim” statt “ist Element der Primzahlen”.

DFA , NFA und RE?




Statt Mengen verwendet man oft Eigenschaften oder Probleme.

Bsp: “ist prim" statt “ist Element der Primzahlen”.

Eine Eigenschaft nennt man entscheidbar gdw die zugehérige
Menge entscheidbar ist.
Bsp:

»Es ist entscheidbar, ob eine Zahl prim ist"

»Die Menge der Primzahlen ist entscheidbar”

Definition 2.33
Sei D eine Beschreibung einer Sprache (DFA, NFA, RE,
Grammatik, etc).

Wortproblem: Gegeben w, gilt w € L(D)?
Leerheitsproblem: Gilt L(D) = (17

Definition 2.33 5(/ Q/

Sei D eine Beschreibung einer Sprache (DFA, @ |®
Aeathuraiknetc). 4

Wortproblem: Gegeben w, gilt w e L(D)?

Definition 2.33
Sei D eine Beschreibung einer Sprache (DFA, NFA, RE,
Grammatik, etc).

Wortproblem: Gegeben w, gilt w € L(D)?
Leerheitsproblem: Gilt L(D) = 07
Endlichkeitsproblem: Ist L(17) endlich?




Das Wortproblem fiir DFAs ist in linearer Zeit entscheidbar: Das Wortproblem fiir DFAs ist in linearer Zeit entscheidbar:

Bisher Automat bzw Sprache fix. Die Eingabe besteht nur aus w.
Das Wortproblem fiir DFAs ist in linearer Zeit entscheidbar:
Fakt 2.34

Sei M ein DFA. Das Problem w € L(M) ist in Zeit O(|w|)
entscheidbar.

Lemma 2.35

Jede reguldre Sprache ist in linearer Zeit entscheidbar.




Bisher Automat bzw Sprache fix. Die Eingabe besteht nur aus w.

Jetzt: Wort und Automat Eingabe.

Bisher Automat bzw Sprache fix. Die Eingabe besteht nur aus w.

Jetzt: Wort und Automat Eingabe.

Lemma 2.36
Das Problem w € L(N) ist fiir beliebiges Wort w und NFA N in
Zeit O(|Q|*|w|) entscheidbar.

Beweis:II\ T

Sei @ ={1,....: shgo=1und w=uay...a,.

Bisher Automat bzw Sprache fix. Die Eingabe besteht nur aus w.
Jetzt: Wort und Automat Eingabe.
Lemma 2.36

Das Problem w € L(N) ist fiir beliebiges Wort w und NFA N in
Zeit O(|Q|?|w|) entscheidbar.

Bisher Automat bzw Sprache fix. Die Eingabe besteht nur aus w.
Jetzt: Wort und Automat Eingabe.
Lemma 2.36

Das Problem w € L(N) ist fiir beliebiges Wort w und NFA N in
Zeit O(|Q*|w|) entscheidbar.

Beweis:
Sei @ ={1,....: st go=1und w=uay...ay.

5= {1}

for i:=1to ndo 5:=J;.50(j ai)

1.7




Bisher Automat bzw Sprache fix. Die Eingabe besteht nur aus w.

Jetzt: Wort und Automat Eingabe. Lemma 2.37

Das Leerheitsproblem ist fiir NFAs und DFAs entscheidbar
Lemma 2.36

Das Problem w € L(N) ist fiir beliebiges Wort w und NFA N in
Zeit O(|Q|?|w]|) entscheidbar.

Beweis:
Sei Q={l,....s},qo=1und w=ay...a,.

S = {1}
for i:=1to ndo S:=J;c50(j ai)
return (SN F +£0)

O
Lemma 2.37 Lemma 2.37
Das Leerheitsproblem ist fiir NFAs und DFAs entscheidbar Das Leerheitsproblem ist tiir NFAs und DFAs entscheidbar
(in Zeit O(|Q[2[S]) bzw O(QIS])). (in Zeit O(|QP|5|) bzw O(QIS])).

Beweis:
L(M) = 0 gdw kein Endzustand von qq erreichbar ist.




Lemma 2.37
Das Leerheitsproblem ist fiir NFAs und DFAs entscheidbar

(in Zeit (‘m"
Beweis:
L(M) =0 gdw kein Endzustand von ¢q erreichbar ist.

Dies ist eine einfache Suche in einem Graphen, die jede Kante
maximal ein Mal benutzen muss.

Global: 6 : Q x ¥ — P(Q)
Reach(K) =

Lemma 2.37
Das Leerheitspro®lem ist fiir NFys und DFAs entscheidbar
(in Zeit O(|Q?[Z]) bzw O(|Q|IX])).

Beweis:

L(M) = ( gdw kein Endzustand von ¢q erreichbar ist.

Dies ist eine einfache Suche in einem Graphen, die jede Kante
maximal ein Mal benutzen muss.

Ein NFA hat < |Q|?|3| Kanten, ein DFA hat < |Q||3| Kanten.

Ist ¥ fix, z.B. ASCII, so wird daraus O(|Q|?) bzw O(|Q)).

7

Global: 6 : Q x ¥ — P(Q)

Reach(K) =
R:=0
W:=K

D




Global: § : Q x ¥ — P(Q)

Reach(K) =
R:=10
W.=K
while W =£ () do
pick and remove some p € W
if p ¢ R then
R:=RU{p}
Wi=WU,exn d(p,a)

Lemma 2.38
Fiir endliche Automaten ist das Endlichkeitsproblem entscheidbar.

Global: § : Q x ¥ — P(Q)

Reach(K) =
R:=0
W.=K
while TV = () do
pick and remove some p € W
if p ¢ R then
R:=RU{p}
Wi=WUl,ex d(p. a)
return F
Lemma 2.38

Fiir endliche Automaten ist das Endlichkeitsproblem entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| =00 gdw von go aus eine nicht-leere Schleife erreichbar
ist, von der aus F' erreichbar ist:

finite(Q.X.0,q0. F) =




Lemma 2.38
Flir endliche Automaten ist das Endlichkeitsproblem entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| = oo gdw von qo aus eine nicht-leere Schleife erreichbar
ist, von der aus F' erreichbar ist:

finite(Q, 3,9, qo, F') =
R := Reach({qo})

Lemma 2.38

Fiir endliche Automaten ist das Endlichkeitsproblem entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| =00 gdw von go aus eine nicht-leere Schleife erreichbar
ist, von der aus F’ erreichbar ist:

finite(Q, X, 0, qo, F) =
R = Reach({q})

C:={peR|pe Reach(|J,ex 0(p.a))}
return (Reach(C) N F = 0)

Lemma 2.38
Fiir endliche Automaten ist das Endlichkeitsproblem entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| = o0 gdw von qo aus eine nicht-leere Schleife erreichbar
ist, von der aus I erreichbar ist:

S

finite(Q.3,0,qo. F') =
R := Reach({go})
C:={peR|pe Reach(|J,ex d(p.a))}

Definition 2.39
Seien D und Dy Sprachbeschreibungen (DFAs, NFAs, REs,
Grammatiken, etc).




Definition 2.39

Seien Dy und Dy Sprachbeschreibungen (DFAs, NFAs, REs,

Grammatiken, etc).

Aquivalenzproblem: Gilt L(Dy) = L(D3)?

Definition 2.39

Seien D und Dy Sprachbeschreibungen (DFAs, NFAs, REs,

Grammatiken, etc).

Aquivalenzproblem: Gilt L(Dy) = L(D3)?
Lemma 2.40

Das Aquivalenzproblem ist fiir DFAs entscheidbar.

Beweis:

Folgt direkt aus
1 CLy & LlﬁL_Q:@
Li=Ly & L1 CILaNLyCI4

Definition 2.39
Seien Dy und Dy Sprachbeschreibungen (DFAs, NFAs, REs,
Grammatiken, etc).

Aquivalenzproblem: Gilt L(Dy) = L(D)?

Lemma 2.40
Das Aquivalenzproblem ist fiir DFAs entscheidbar.
Beweis:
Folgt direkt aus J/
LiCLly & LinLa=9
Satz 2.41

Das Aquivalenzproblem fiir DFAs ist in Zeit O(|Q1||Q2])
entscheidbar




Satz 2.41
Das Aquivalenzproblem fiir DFAs ist in Zeit O(|Q1]|Q2|)
entscheidbar (bei fixem ).

Beweis:
Gegeben: DFAs Aq mit m und Ms mit n Zustanden.
Mit Hilfe der Produkt-Konstruktion fiir N folgt:

‘ Anzahl der Zustande
L(My)n L(Ms) mn
L(My)n L(Ms) mn

Das Leerheitsproblem ist jeweils in Zeit O(mn) entscheidbar.

Korollar 2.42
Das Aquivalenzproblem fiir NFAs ist in Zeit O(2/Q11+1Q2])
entscheidbar (bei fixem ¥2).

Beweis: 2 NFAs mit m und n Zustinden ~=
2 DFAs mit 2™ und 2" Zustanden  ~~
Aquivalenztest in Zeit O(f.

0l

Korollar 2.42
Das Aquivalenzproblem fiir NFAs ist in Zeit O(2!Q+1@Q2])
entscheidbar (bei fixem ).

Korollar 2.42
Das Aquivalenzproblem fiir NFAs ist in Zeit O(2|Q11+Qz)
entscheidbar (bei fixem X.).

Beweis: 2 NFAs mit m und n Zustinden -~
% DFAs mit 2™ und 2™ Zustinden  ~-
Aquivalenztest in Zeit O(2™2")

Korollar 2.43

Das Aquivalenzproblem fiir reguldre Ausdriicke ist entscheidbar.




2.10 ﬁquivalenz reguldrer Ausdriicke
Erinnerung: o« = 3 bedeutet L(a) = L(J3).

Fazit:

Die Kodierung der Eingabe (DFA, NFA, RE, ...) kann
entscheidend fiir die Komplexitit eines Problems sein.

2.10 Aquivalenz regulirer Ausdriicke
Erinnerung: ov = 3 bedeutet L(a) = L(3).
Es gilt z.B.

2.10 Aquivalenz regulirer Ausdriicke
Erinnerung: o = 3 bedeutet L(a) = L([3).
Es gilt z.B.

011 = (0]1)*

(0117

Beweis z.B. {iber Automaten und Leerheit (s.0.) — automatisch!




2.10 f\quivalenz reguldrer Ausdriicke
Erinnerung: o = /3 bedeutet L(a) = L(f3).

Es gilt z.B.
(0" ]15* = (0] 1)*

Beweis z.B. iiber Automaten und Leerheit (s.0.) — automatisch!

Aber wie zeig man, dass
(a® | %) = (a] B)*

fiir beliebige regulare Ausdriicke o und 3 gilt?

Wir werden zeigen:

Das Aquivalenzproblem fiir regulare Ausdriicke mit
Variablen ist reduzierbar auf das Aquivalenzproblem fiir
regulare Ausdriicke ohne Variablen.

2.10 ﬁquivalenz reguldrer Ausdriicke
Erinnerung: o = 3 bedeutet L(a) = L(53).

Es gilt z.B.
(0 [1m* = (0] 1)”

Beweis z.B. iiber Automaten und Leerheit (s.0.) — automatisch!

Aber wie zeig man, dass
(a® | B85 = (a|p)*

fiir beliebige regulare Ausdriicke o und 3 gilt?
Beweis per Hand mit Hilfe von

e L(.) und Mengenlehre

@ oder mit bereits bewiesenen Gesetzen (siehe §7).

Wir werden zeigen:

Das Aquivalenzproblem fiir regulare Ausdriicke mit
Variablen ist reduzierbar auf das Aquivalenzproblem fiir
reguldre Ausdriicke ohne Variablen.

Methode:

Ersetze Variablen durch Konstanten und entscheide das
Aquivalenzproblem.




2.10 f\quivalenz reguldrer Ausdriicke
Erinnerung: o = /3 bedeutet L(a) = L(f3).

Es gilt z.B.
0*]19" = (01"

Beweis z.B. {tiber Automaten und Leerheit (s.0.) — automatisch!

Aber wie zejlg man, dass
(@* | B*)" = (o] P)*

fiir beliebige reguldare Ausdriicke o und 3 gilt?
Beweis per Hand mit Hilfe von

e L(.) und Mengenlehre
@ oder mit bereits bewiesenen Gesetzen (siehe §7).

Automatisierbar?

Funktioniert leider bei Zahlen nicht:

]_ e _) — )) # Ir1 T = T3

Wir werden zeigen:

Das Aquivalenzproblem fiir regulare Ausdriicke mit
Variablen ist reduzierbar auf das Aquivalenzproblem fiir
reguldre Ausdriicke ohne Variablen.

Methode:

Ersetze Variablen durch Konstanten und entscheide das
Aquivalenzproblem.

Beispiel:

oo™ = a*a gilt fiir alle reguldren Ausriicke v weil
11* = 1*1 gilt.

Funktioniert leider bei Zahlen nicht:
1+2=3 :,é> I1 +—Ig9g = X3

Funktioniert auch nicht auf reguldren Ausdriicken mit
Durchschnitt: Neuer Operator N fiir regulare Ausdriicke mit

L(anB) = L(a) N L(B)




Funktioniert leider bei Zahlen nicht:
1+2=3 # x1+19=n13

Funktioniert auch nicht auf reguldren Ausdriicken mit
Durchschnitt: Neuer Operator M fiir reguldre Ausdriicke mit

L(am3) = L(a) N L(3)
Auch hier gibt es ein Problem:

aflb=0 # anpg=0

Funktioniert leider bei Zahlen nicht:
142=3 &% x1+ao=ua3

Funktioniert auch nicht auf reguldren Ausdriicken mit
Durchschnitt: Neuer Operator N fiir regulare Ausdriicke mit

L(an3) = L(a)NL(3)
Auch hier gibt es ein Problem:
afllb=0 # anB=0

Setzea=fF—=a:alNa=a#
Aber fiir ,,normale” REs funktioniert es!

Notwendig: Prazisierung von Aussagen wie

a|f=p|a firalle REs a, /3

Funktioniert leider bei Zahlen nicht:
1+2=3 # x1+1x9=103

Funktioniert auch nicht auf reguldren Ausdriicken mit
Durchschnitt: Neuer Operator M fiir regulare Ausdriicke mit

L(an @)= L{a)Nn L(53)
Auch hier gibt es ein Problem:
arflb=0 # anpg=0

Setzea =B =a:alla=a %0

Aber fiir ,, normale” REs funktioniert es!

Sei 3] ein Alphabet und V' = {X,...} eine davon disjunkte
Menge von Variablen.




Sei ¥ ein Alphabet und V' = {X;,...} eine davon disjunkte
Menge von Variablen.

Definition 2.44

Eine Substitution o ist eine Funktion von V' nach REs.

Sei ¥ ein Alphabet und V' = {X....} eine davon disjunkte
Menge von Variablen.

Definition 2.44

Eine Substitution o ist eine Funktion von V' nach REs.
Substitutionen kénnen auf Worter und REs mit Variablen
angwandt werden und ersetzen dort X1, Xa.... durch

O’(Xl).O'(Xz} .....

Beispiel 2.45

Fiir 0 = {X1 — a*|b, X3 ¢} gilt o(X3dX})
0
'R

Sei ¥ ein Alphabet und V' = {X;,...} eine davon disjunkte
Menge von Variablen.

Definition 2.44

Eine Substitution o ist eine Funktion von V' nach REs.
Substitutionen kénnen auf Wérter und REs mit Variablen
angwandt werden und ersetzen dort X, Xo. ... durch
O’(}{l}. rT(:ng) .....

Sei ¥ ein Alphabet und V' = {X....} eine davon disjunkte
Menge von Variablen.

Definition 2.44

Eine Substitution o ist eine Funktion von V' nach REs.
Substitutionen kénnen auf Worter und REs mit Variablen
angwandt werden und ersetzen dort X1, Xo.... durch

O’(Xl).O'(XQ) .....

Beispiel 2.45
Fiir o0 = {X| — a*|b, X3 ¢} gilt o(X3dX ) = cd(a*|b).

Im folgenden ist £ ein RE iiber ¥, der auch Variablen enthalten
darf.




Sei ¥ ein Alphabet und V' = {X;,...} eine davon disjunkte
Menge von Variablen.

Definition 2.44

Eine Substitution o ist eine Funktion von V' nach REs.
Substitutionen kénnen auf Worter und REs mit Variablen
angwandt werden und ersetzen dort X, Xa.... durch

o(X1),0(X2),....

Beispiel 2.45
Fir o = {X1 > a*|b, X3 ¢} gilt 0(X3dX1) = cd(a*|).

Im folgenden ist £ ein RE iiber X, der auch Variablen enthalten
darf.

Beim Aquivalenztest ersetzen wir nicht Variablen durch
Konstanten (X durch a) sondern betrachten Variablen als
Konstanten, d.h. E' als RE iiber Xy : =X U V.

Ziel:

Beweisidee:
Mit L(Ey) = L(F5) zeige

L{e(EY)) = L(o(E))

Ziel:

Ziel:

Beweisidee:

Er=Ey = o(Ey) = o(E)

Mit L(Ey) = L(FE5) zeige

L{a(

1)) = o(L(Ey)) = o(L(E2)) = L(o(£))




Ziel:
EFi=F, = o(E)) =0(Es)

Beweisidee:
Mit L(Ey) = L(E,) zeige

L(o(Ey)) =[0|(L(En)) = 0(L(E2)) = L(o(Ey))

Noch nicht ganz:

L{o(X1Xy)) = L{mas)

NB: L(E) C 5.
Definition 2.46

Die Erweiterung von o auf A C X}, ist elementweise definiert:

a(A) :={o(w)|we A}

NB: L(£) C 3t

NB: L(E) C S
Definition 2.46

Die Erweiterung von o auf A C X}, ist elementweise definiert:
g(A):={o(w)|we A}

NB: o(w) ist wieder ein RE.
Die Erweiterung von L auf Mengen von REs ist definiert durch:

LM] = | L(o)

aeM




NB: L(E) C ¥..
Definition 2.46

Die Erweiterung von o auf A C Y}, ist elementweise definiert:
ag(A) ={o(w) | we A}

NB: a(w) ist wieder ein RE.

Die Erweiterung von L auf Mengen von REs ist definiert durch:

LIM] = | L(o)

acM

Beispiel 2.47
Sei 0 = {X1 — a, Xo — blc}.

o({X1X:1, Xq Xod}) = {aa, a(blc)d}

Lemma 2.4
Seien M, My, My Mgngen wgn REs.

o L[M;Ms] = L[M;]L[M,)]
o L|M; UM, = L|M;| U L|M,)]
o L[M*] = (L[M])*

NB: L(E) C X3
Definition 2.46
Die Erweiterung von o auf A C Y}, ist elementweise definiert:

o(A) = {o(w) | we A}

NB: o(w) ist wieder ein RE.

Die Erweiterung von L auf Mengen von REs ist definiert durch:

LIM] = | ) L(o)

aEM

Beispiel 2.47
Sei 0 = {X1 — a, Xo — blc}.

o ({X1X7. X1.Xad})

L{aa,a(blc)d}| = {aa} U {abd, acd}

Lemma 2.48
Seien M. M. Ms Mengen von REs.

o L[M;Ms] = L[M;]L[Ms]
o L[M; U My| = L|M,|U LM,
o L[M*] = (L[M])*

Bewelis:

LIMMs) = Uaenyar, L)




Lemma 2.48
Seien M, My, My Mengen von REs.

o L[M;Ms] = L[M;]L[M,)]
o L[M; U My] = L[M;] U L[My)]
o L[M*| = (L[M])*

Beweis:

LIMiMy) = Ugenrar, L(@)

- Uﬂl M1, a0 Mo L(GIQQ)

Lemma 2.48
Seien M, M. My Mengen von REs.

e L[M M| = L[M,]L[Ms)]
e LM, U M| = LIM;| U L[Ms)]
e L[M*] = (L[M])*
Beweis:
LIM M| = UaeMlMg L{a)
= Uuléﬁ'h,agef'v[g L)
= Ualéﬁfl,ageﬂ’fg L(G'I}L(QQ)

= UaleMl,ageMg{u’lu’2 | wy € L{ay) Awa € L(az)}

Lemma 2.48
Seien M. M. Ms Mengen von REs.

o LIMMs| = L|My|L[Ms;]
o L[M; UMs| = L[M;] U L[Ms,]
o LM*| = (L[M])*

Beweis:

LMy Ms] = UaeMlMQL(G’)

- Ual€]’v[1,ag Mo L(Q‘]Q‘z}

- Ua1€ﬁ'[1,ag€ﬁ'12 L(Q‘])L(Ogg)

Lemma 2.48
Seien M. M. Ms Mengen von REs.

o L[M;Ms] = L[M;]L[Ms]
o L[M; U My| = L|M,|U LM,
o L[M*] = (L[M])*

Bewelis:

LIMMs) = Uaenyar, L)

Unsentsasers L
Uy ety asent, Lla1)L(az)
= Uniernapern{wiws [wr € L(ar) Aws € L{az)}

= {wiwy | wy € Uy, enr, Llon) Awa € Upyens, Lla2)}




Lemma 2.48
Seien M, My, My Mengen von REs.

o L[M;Ms] = L[M;]L[M,)]
o L[M; U My] = L[M;] U L[My)]
o L[M*| = (L[M])*

Beweis:

LIMi M) = Unenrar, L(e)
= UaleMl,ageMg L{ayaz)
= Ual €My, c0E Mo L(ar)L(az)
= UulE]L'I1,aQ€J'VIQ {wrws [ w1 € L{ar) Awg € L(az)}
= {wywa | wy € Uy enr, Llar) Awz € Upyens, Llaa)}
= {wywy | wy € LM Awy € L[Ms]}

Lemma 2.48
Seien M, M. My Mengen von REs.

o L[M;Ms] = L[M;]L[M,)]
o L|M; UM, = L|M;| U L|M,)]
o L[M*] = (L[M])*

Beweis:

LIM M| = UaeMlMg L{a)
= Uuléﬁ'h,agef'v[g L)
= UaleMl,ageMg L(ar)L(as)
= UaleMl,ageMg{u’lu’2 | wy € L{ay) Awa € L(az)}
= {‘u‘l'lt‘g ‘ wy € UCqEJWl L(Ql) ANwy € UQQEJWQ L(Qg)}
= {‘u‘l'lt‘g ‘ w) € L[JIﬂ Awy € L[J[Q]}
= L[M;|L[M>] 0
Gilt anch T.IM. N Mal = LIM. I TIMA?

Lemma 2.48
Seien M. M. Ms Mengen von REs.

o L[MMs] = L[M;|L[M;]
o L[M; UM,] = L[M;] U L[M;)]
o L[M*] = (L[M])*
Beweis:
LMy Ms] = UaeMlMg L(w)
= UaleMl,ageMg L(aasg)
= UaleMl,ageMg L(a1)L(az2)
= UmeMl,ageMg{U'W? | w1 € L{a1) Awa € L(az)}
= {wiwa | wy € Uy, enr, Llar) Awa € Upgens, Lla2)}
= {wywy | wy € LM Awy € L[Ms]}
L[M;]L[M:] O

Satz 2.49 (Substitufionslemma
L Y|~ LioE)




