Script  generated by TTT Idee fiir das Beispiel

e Am Anfang gilt nix.
e Nach a=read(); x=a; gilt a=x

Title: Info2 (23102015) e  Vor Betreten und wihrend der Schleife soll gelten:

A = T(a,b) = ¢eT(x,
Date: Fri Oct 23 08:37:19 CEST 2015 g8T(a,b) =ggT(x,y)

e Am Programm-Ende soll gelten:

Duration: 77:47 min

B = ANx=y
Pages: 47
23
Unser Beispiel |dee fiir das Beispiel
true e Am Anfang gilt nix.
e Nach a=read(); x=a; gilt a=x
Y a=x e  Vor Betreten und wihrend der Schleife soll gelten:
A = 29T (a,b) = ggT(x,vy)

e Am Programm-Ende soll gelten:

B = ANx=1y

24
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Unser Beispiel |dee fiir das Beispiel

true e Am Anfang gilt nix.

e Nach a=read(); x=a; gilt a :g )
a=x e  Vor Betreten und wihrend der Schleife soll gelten:

y = b =read();
A= gy =gty [
e Am Programm-Ende soll gelten:
B = ANx =y
24 23
|dee fiir das Beispiel
88T(x,0) = |x]
g8T(x,x) = |[x] e Am Anfang gilt nix.
g8T(x,y) = ggT(x,y—x) e Nach a=read(); x=a; gilt a=x.
88T(x,y) = g8T(x—y,y) e  Vor Betreten und wihrend der Schleife soll gelten:
A = ggT(ab)=g3T(x,y)

e Am Programm-Ende soll gelten:

B = ANx=1y

22 23




Unser Beispiel

24

Frage

Wie beweisen wir, dass Zusicherungen lokal zusammen passen?

Teilproblem 1: Zuweisungen

Betrachte z.B. die Zuweisung: x = y+z;

Damit nach der Zuweisung gilt: x > 0,

muss vor der Zuweisung gelten: vy +z > 0.

25

Nachbedingung
Vorbedingung

Unser Beispiel

true

X =a = read();
a=Xx
y = b =read();

24

Allgemeines Prinzip

e Jede Anweisung transformiert eine Nachbedingung B in eine
minimale Anforderung, die vor Ausfiihrung erfiillt sein muss, damit
B nach der Ausfiihrung gilt.

26



Allgemeines Prinzip

e Jede Anweisung transformiert eine Nachbedingung B in eine
minimale Anforderung, die vor Ausfiihrung erfiillt sein muss, damit
B nach der Ausfiihrung gilt.

e Im Falle einer Zuweisung x = e; ist diese schwichste
Vorbedingung (engl.: weakest precondition) gegeben durch

WP[x = e;}]@ = Ble/x]

Das heilt: wir substituieren einfach in B iiberall x durch e !l!

27

Beispiel e
Zuweisung;: x =ix-y
Nachbedingung: x>0
schwichste Vorbedingung: x—y>0
starkere Vorbedingung: x—y>2

noch stirkere Vorbedingung: x—y =3

29

Allgemeines Prinzip

Jede Anweisung transformiert eine Nachbedingung B in eine
minimale Anforderung, die vor Ausfiihrung erfiillt sein muss, damit
B nach der Ausfiihrung gilt.

Im Falle einer Zuweisung x = e; ist diese schwéachste
Vorbedingung (engl.: weakest precondition) gegeben durch

WP[x = e;] @ = Ble/x]

——

Das heiRt: wir substituieren einfach in B iiberall x durch e !!!

Eine beliebige Vorbedingung @ fiir eine Anweisung s st
giiltig, sofern
A= WP[s] (B)

A impliziert die schwichste Vorbedingung fiir  B.

28

im GGT-Programm (1):

Zuweisung;: = X-Y;

s M

Nachbedingung:

schwachste Vorbedingung:

Alx—y/x] = ggT(a,b)=ggT(x—y,y)
= ggT(a,b) =ggT(x,y)
= A

30



Beispiel

Zuweisung:

Nachbedingung:

x>0

schwichste Vorbedingung: x—y>0 )Y > ;
A
starkere Vorbedingung: x—y>2

noch stirkere Vorbedingung: x —y =3

28T(x,0
88T(x,x
88T (x,y
88T (x,y

— e e

29
x|
x|
88T (x,y — x)
88T (x—y,y)
22

.im GGT-Program

Zuweisung:

X
Nachbedingung: A

schwichste

Alx —y/x]

~im GGT-Program

Zuweisung;:

Nachbedingung:

schwachste

Afx — y/x]

m (1):

= x-y;

Vorbedingung:

= g8T(ab) =ggT(x—y,y)
= g8T(ab) =ggT(x,y)
= A

30

m (1):

= x-y;

s M

Vorbedingung:

= ggT(ab) =ggT(x—y,y)
= g8T(a,b) = ggT(x,y)
= A

30



Unser Beispiel

true
a=Xx
y = b =read();

v

24

.im GGT-Programm (2):

Zuweisung:

y
Nachbedingung: A

= y-X;

schwichste Vorbedingung:

Aly — x/y]

88T(a,b) = ggT(x,y —x).
88T (a,b) = ggT(x,y)
= A

31

. im GGT-Programm (1):

Zuweisung: X = X-y;
Nachbedingung: A
schwichste Vorbedingung:
Alx—y/x] = ggT(a,b) =ggT(x —v,y)
= 88T(ab) = ggT(x,y)
= A
30
Zusammenstellung:
Vx. B B Ble/x]
x =read(); write(e); X=e
B B B
P
— WP[;](B) = B
— WP[x = e;](B) = Ble/x
— WP[x =_ria_(_l_(_l;]](8} = Vax.B
~— WP[urite(e);](B) = B

32



Diskussion

e Die Zusammenstellung liefert fiir alle Aktionen jeweils die

schwichsten Vorbedingungen fiir eine Nachbedingung B.

e  Eine Ausgabe-Anweisung dndert keine Variablen. Deshalb ist da die
schwachste Vorbedingung B selbst.

e Eine Eingabe-Anweisung x=read(); &ndert die Variable x
auf unvorhersehbare Weise.

~——— Damit nach der Eingabe B gelterr:@ muss B vor der
Eingabe fiir jedes mégliche x gelten.

33

Fiir die Anweisungen: b = read(); y = b; berechnen wir:

WP[y = b;] (A) = Alb/y]
= 8gT(ab) = ggT(x,b)

35

Orientierung

Orientierung

true

a=Xx

y = b =read();




Fiir die Anweisungen: b = read(); y = b; berechnen wir:

WP[y = b;] (A) = Alb/y]
= ggT(a,b) = ggT(x,b)

35

Fiir die Anweisungen: a = read(); x = a; berechnen wir:

WP[x = a;] (a=x) = a=a

= true

Va. true

WP[a = read();] (true)

= true
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Fiir die Anweisungen: b = read(); y = b; berechnen wir:

WP[y

WP[b

Fiir die Anweisungen:

WP[y

WP[b

b;]] (A) =

read();] (ggT

b;] (A) =

Alb/y]
g8T(a,b) = ggT(x,b)

—_

a,b) = ggT(x,b))
.88T(a,b) = ggT(x,b)

|=

b = read(); y = b; berechnen wir:

Alb/yl
g8T(x,b)

read();]| (g¢T(a,b) = ggT(x,b))

Vb. ggT(a,b) = g¢T(x,b)

a=x



Fiir die Anweisungen: a = read(); x = a; berechnen wir:

WP[x = a;] (2 = x) =

= true

WP[a = read();]] (true) = Va. true
e

_—
= true

38

Teilproblem 2: Verzweigungen

lA

no yes

Es sollte gelten:

e AAN-b= By und
. AANDb= B;.
e

39

Orientierung

true

37

Das ist der Fall, falls A die schwichste Vorbedingung der
Verzweigung:

WP[t] (Bo,B) = ((=b) = Bo) A (b= By)

impliziert.
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Das ist der Fall, falls A die schwichste Vorbedingung der

Verzweigung:
[[bﬂ ( 0s Bl = ((“b) = B[]) A (b = Bl)

impliziert.

10

Beispie
Bo=x>yAy >0 Bi=y>xAx>0

Sei Db die Bedingung v > x. "Ib ; X 7 g_

Dann ist die schwichste Vorbedingung:

42

Das ist der Fall, falls A die schwichste Vorbedingung der

Verzweigung:
WP[U]] (Bo,B1) = ((—b) = By) A (b= By)

impliziert.

Die schwichste Vorbedingung kénnen wir umschreiben in:

WP[b] (B, B1) = (bV By) A(—bV By)
(=b A By) V (b A By) V (By A By)
(ﬁbABU (b~ By)

e

41

Beispie

Bo=x>yAy>0 Bi=y>xAx>0

I

Sei b die Bedingung vy > x.

Dann ist die schwichste Vorbedingung:

—_—
x>yAy>0)V(y>xAx>0)
= x>0Ay>0Ax#y

43



. im GGT-Beispiel

b = y>x

“bAA = x>yAgeT(a,b) = g¢T(x,y)
bANA = y>xnggT(ab)=ggT(x,y)

Orientierung

true

a=Xx

A {

46

. im GGT-Beispiel

b = y>x

“bAA = /x> YN g8T(a,b) = 88T(x, y)
bAA =1y >xAgeT(a,b) =ggT(x,y)

— Die schwichste Vorbedingung ist:

§8T(a,b) = ggT(x,y)

... also genau A

45

Analog argumentieren wir fiir die Zusicherung vor der Schleife:

b = y#x
s = 8 Apx=z
bhnA = ANx#y
— A = (AnNx=y)V(ANx £ y) ist die schwichste

Vorbedingung fiir die Verzweigung.
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Orientierung

Start
true

a—=x

y =b =read();

16

Zusammenfassung der Methode

e Annotiere jeden Programmpunkt mit einer Zusicherung,.

e  Uberpriife fiir jede Anweisung s zwischen zwei Zusicherungen

Aund B, dass A die schwichste Vorbedingung von s fiir
impliziert, d.h.:
A = WP[s](B)

e  Uberpriife entsprechend fiir jede Verzweigung mit Bedingung b, ob

die Zusicherung A vor der Verzweigung die schwichste
Vorbedingung fiir die Nachbedingungen By und B; der
Verzweigung impliziert, d.h.

A = WP[b] (Bg, By)
Solche Annotierungen nennen wir lokal konsistent.
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Analog argumentieren wir fiir die Zusicherung vor der Schleife:

b = y#x

-bAB = B
bAA = AANx#y

— A = (AANx=y)V(AAx £ y) ist die schwichste
Vorbedingung fiir die Verzweigung.

47

Zusammenfassung der Methode

e Annotiere jeden Programmpunkt mit einer Zusicherung.

o  Uberpriife fiir jede Anweisung s zwischen zwei Zusicherungen
Aund B, dass A die schwichste Vorbedingung von s fiir
impliziert, d.h.:

A = WP[s](B)

e  Uberpriife entsprechend fiir jede Verzweigung mit Bedingung b, ob

die Zusicherung A vor der Verzweigung die schwichste
Vorbedingung fiir die Nachbedingungen By und Bq der
Verzweigung impliziert, d.h.

A = WP[b] (By, B1)
Solche Annotierungen nennen wir lokal konsistent.
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