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Pattern Matching Edit-Distanz

Beziehung zwischen Edit- und Alignment-Distanz

Also ist die Alignment-Distanz durch die Edit-Distanz beschranki, falls

die zugrunde liegende Kostenfunktion eine Metrik ist:
Folgerung

Istw : fﬁ — R, eine metrische Kostenfunktion, dann gilt fir alle
abexr:

dw(a, b) dw(a,b).

Zusammengefasst ergibt sich fur den Fall einer metrischen
Kostenfunktion die Gleichheit von Edit- und Alignment-Distanz:

Theorem
Istw eine Metrik, dann gilt fiir a, b € £*: dw(a, b) = dw(a, b).
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Pattern Matching Edit-Distanz

Beziehung zwischen Edit- und Alignment-Distanz
Beweis.
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Skizze: sp1 = (x, y) ist eine Insertion

® (a,c) ist jetzt wegen der Spalte (-, —) kein Alignment mehr.
@ jedoch nur noch interessant: Alignment (@, b) von a und b

w(@b) = w(ac)+w(-y)
Nach Induktionsvoraussetzung
w(s") + w(sni1) = w(s)
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Globale Alignments

Problem

GLOBALES ALIGNMENT

Eingabe: se¥", t=e ¥, i
w: Kostenfunktion flr Distanz- oder Ahnlichkeitsmaf3 .

Gesucht: optimales globales Alignment (s, t) fir s und t, d.h.
u(s, t) = w(s, 1)

609

@ zunachst mit Distanzmafen
@ Abwandlung fiir AnhnlichkeitsmaBe meist offensichtlich
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Pattern Matching Edit-Distanz Pattern Matching Edit-Distanz

Optimale Alignments Optimale Alignments
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@ Annahme: sei (5, t) ein optimales Alignment fiir s und t
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@ 3 Mdoglichkeiten, wie die letzte Spalte (f|;|,§|§|) dieses optimalen
Alignments aussehen kann:
» Entweder wurde x = s, durch y = t,, substituiert (oben)
» oder es wurde das letzte Zeichen x = s, in s geléscht (Mitte)
» oder es wurde das letzte Zeichen y =t in t eingefligt (unten).

Skizze: Optimales Alignment mit Substitution/Match, Insertion bzw.
Deletion am Ende

@ In allen drei Fallen ist das Alignment, das durch Streichen der
letzten Spalte entsteht, also (S-S, t1 -+~ t;_, ), ebenfalls ein
optimales Alignment fur

> Sy Sy Mit by - by,
> Sy---Sp1 Mit ty -ty bzw.
» Sy Symit by -t

Pattern Matching Edit-Distanz
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Pattern Matching Edit-Distanz

Optimale Alignments Optimale Alignments

Beweis.

@ Sei (@, b) ein optimales Alignment fiir a, b € £*.

L o Flr einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass

- (ai---aj, bi---bj) kein optimales Alignment fir a’,b” € X ist.
Sei (a, b) ein optimales Alignment fiir a, b € ©* fiir ein gegebenes
Distanz- oder AhnlichkeitsmaB.

Furi<je([1:]al istdann (a;---aj, b;---bj) ein optimales Alignment

flira’ = 5,‘---5}12 und b’ = bf---bﬂz.

@ Sei also (5’,57) ein optimales Alignment fir a’ und b’.

@ Dann ist aber nach Definition dgr Kosten eines Alignments
(unabhangig, ob Distanz- oder Ahnlichkeitsmal3) das Alignment

(@1 i1 @ Fpy1 o @n, D1+ Djg - D7 Bjyq -+ Bn)

ein besseres Alignment als (3, b) (Widerspruch)

O

H. Seidl (TUM) GAD $S16 614 H. Seidl (TUM) GAD SS16 615
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Optimale Alignments Needleman-Wunsch-Algorithmus
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. : @ berechnet ein optimales Alignment flr zwei Sequenzen

; = S=81--Spermundt="t- tpexm

. — @ benutzt Matrix D(i, j) = u(8q -+ 8j, ty - - - 1), in der jeweils die
7 7 Distanz eines optimalen Alignments fur sy,...sjund ty,... 14

gespeichert wird

Skizze: Optimales Alignment mit Substitution/Match, Insertion bzw. o rekursive Berechnung der Matrix:

Deletion am Ende
D(i-1,j—=1) + w(sit),
D(i,j) = min{ D(i-1,j) + w(si,—),
D(i,j-1) + w(-t)

@ In allen drei Fallen ist das Alignment, das durch Streichen der
letzten Spalte entsteht, also (81 -+ 55, t1 -+ t_,), ebenfalls ein
optimales Alignment fur

> S1-c-Spog Mit by ey,
> S1---8p—1 Mit ty - -ty bzw.
> Sy Sy Mit by bt

Pattern Matching Edit-Distanz
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Pattern Matching Edit-Distanz

Needleman-Wunsch-Algorithmus Needleman-Wunsch-Algorithmus
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D(i,j) =D(i —1,7) + w(s;, —) 7 l
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— — . - D(i,
D(i-j) = D(irj — 1) + w(—1,) " )

Skizze: Erweiterung eines optimales Alignment zu s ---s; mit ty - - § Skizze: Berechnung optimaler Alignments nach Needleman-Wunsch
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Needleman-Wunsch-Algorithmus

Pattern Matching Edit-Distanz

Needleman-Wunsch-Algorithmus

Prozedur SeqgAlign(char s[], int n, char t[], int m)

D[0,0] := 0;
for (i:=1;i<n;i++) do
L Dli,0] := D[i = 1,0] + w(sj, -);
for (j:=1;j< m;j++)do
| DI0,j]:= D[0,j— 1] + w(~, 1);
for (i:=1;i<n;i++)do
for (j:=1;j<m;j++) do
D[i— 1,1 + w(si, -),
D[i,j] := min$ DI[i,j— 1] + w(-, 1), ;
Dli—1,j-1] + w(s;, tj)
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Skizze: Berechnung optimaler Alignments nach Needleman-Wunsch
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Needleman-Wunsch-Algorithmus
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Pattern Matching Edit-Distanz

Needleman-Wunsch-Algorithmus: Beispiel

Prozedur SeqAlign(char s[], int n, char t[], int m)

DI0,0] := 0;
for (i:=1;i<n;i++)do
L Dli,0] := D[i —1,0] + w(sj,—);
for (j:=1;j<m;j++) do
| D[0,j]:= D[0,j— 1] + w(=, 1);
for (i:=1;i<n;i++)do
for (j:=1;j<m;j++)do
Dli—1,j] +w(si,-),
D[i,j] := min$ D[i,j— 1] + w(-, 1), ;
D[i—1,j=1] + w(s;, tj)

@ Visualisierung am Beispiel: s = AGGCTG und t = ACCGGTA
@ 1. Schritt: Aufstellen des Edit-Graphen

@ In Abhéangigkeit von der jeweiligen Operation werden
unterschiedliche Pfeile eingeflgt:
» blaue horizontale bzw. vertikale Pfeile: Insertionen bzw. Deletionen
» rote diagonale Pfeile: Substitutionen
» grune diagonale Pfeile: Matches
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Needleman-Wunsch-Algorithmus: Beispiel

Skizze: Edit-Graph fir s und t ohne Distanzen
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Needleman-Wunsch-Algorithmus: Beispiel
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Match =0, Indel =2, Subst =3

Skizze: Edit-Graph f(ir s und t mit Distanzen
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Pattern Matching Edit-Distanz

Needleman-Wunsch-Algorithmus

@ Nun werden die jeweiligen Distanzen des aktuellen Alignments
(mit Hilfe der Rekursionsformel) eingetragen.

@ In diesem Beispiel verursachen Einfligungen und Léschungen
Kosten 2.

@ Substitutionen verursachen hier Kosten 3.

@ Ein Match verursacht keine Kosten (also 0).

@ In der rechten unteren Ecke (D(n, m)) findet sich zum Schluss die
Distanz eines optimalen Alignments.

Pattern Matching Edit-Distanz

5816 622

Needleman-Wunsch-Algorithmus

Prozedur SeqAlign(char s[], int n, char t[], int m)
D[0,0] := 0; O cn)

for (i:=1;i<n;i++) do O( )
| DIi,0] := D[i —1,0] + w(s;, -);

for(j:=1;j<m;j++) do
L DI[0,j] := DI[0,j = 1] + w(—, t;); O{ ‘/‘—'I)

for(i:=1;i<n;i++)do
for (j:=1;j < m;j++) do O(‘\f\’ L\sf)
Dli—1,j] + w(si,—),
Dli,j] := min{ D[i,j— 1] + w(-, 1), ;
Dli—1,j = 1]+ w(s;, 1)
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Needleman-Wunsch-Algorithmus Needleman-Wunsch-Algorithmus: Beispiel

@ Damit haben wir zwar den Wert eines optimalen Alignments fiir s
und t bestimmt, kennen das Alignment an sich jedoch noch nicht.

o\ Dafiir wird nun ein Pfad im Graphen von rechts unten nach links
o} gesucht, der minimale Kosten verursacht.
@ Gestartet wird in der rechten unteren Ecke.

@ Als Vorgangerknoten wird nun der Knoten gewahlt, der zuvor als
Sieger bei der Minimum-Bildung hervorging. (Liefern mehrere
Knoten die gleichen minimalen Kosten, kann einer davon frei
gewahlt werden. Meist geht man hier in einer vorher fest
vorgegeben Reihenfolge bei Unentschieden vor, z.B. Insertion vor
Substitution vor Deletion.)

@ So verfahrt man nun immer weiter, bis man in der linken oberen
Ecke ankommt.

; ay 4\« N ."u.v v
12 ->10 - >8 ->9 - >7 - »>8 -

Match =0, Indel=2, Subst=23

Skizze: Pfad im Edit-Graphen zur Bestimmung des Alignments

Pattern Matching Edit-Distanz

H. Seidl (TUM) GAD 5816 625

Pattern Matching Edit-Distanz

Needleman-Wunsch-Algorithmus: Beispiel Needleman-Wunsch-Algorithmus

Nun kann man das optimale Alignment fiir s und t angeben.
Dieses muss nur noch aus dem Edit-Graphen (entlang des
gefundenen Pfades) abgelesen werden:

Theorem

Das optimale globale paarweise Sequenzen-Alignment fir s und t mit
n = |s| und m = |t| sowie die zugehdrige Alignment-Distanz lassen
sich mit dem Prinzip der Dynamischen Programmierung in Zeit O(nm)
und mit Platz O(nm) berechnen.

s: A - - G G C TG
t: A C C G G - T A

Beispiel: Optimales globales Alignment von s mit t
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Needleman-Wunsch-Algorithmus Needleman-Wunsch-Algorithmus

Prozedur SeqgAlign(char s[|, int n, char f[], int m)
D[0,0] := 0;
for (i:=1;i<n;i++) do
| DI[i,0] := D[i = 1,0] + w(sj,-);
for (j:=1;j<m;j++) do
| D[0,j] := D[0,j = 1] + w(-, ));
for (i:=1;i<n;i++) do
for (j:=1;j<m;j++)do
Dli =1,/ + w(s;, -),
D[i,j] := min$ D[i,j— 1] + w(-, 1), ;
Dli—1,j-1] + w(s;, tj)

Theorem

Das optimale globale paarweise Sequenzen-Alignment fiir s und t mit
n = |s| und m = |t| sowie die zugehdrige Alignment-Distanz lassen
sich mit dem Prinzip der Dynamischen Programmierung in Zeit O(nm)
und mit Platz O(nm) berechnen.
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Datenkompression Huffman-Kedierung

Datenkompression

Problem:
@ Dateien enthalten oft viel Redundanz (z.B. Wiederholungen) und
nehmen mehr Speicherplatz ein als erforderlich
= mit Wissen Uber die Struktur der Daten und Informationen Gber

die Haufigkeit von Zeichen bzw. Wortern kann man die Datei so
kodieren, dass sie weniger Platz bendtigt (Kompression)
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