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Suchstrukturen Allgemeines

Vergleich Worterbuch / Suchstruktur

@ S: Menge von Elementen
e ETéement e wird identifiziert Uber eindeutigen Schiiissel key(e)

Operationen:

@ S.nseri(Elem e): =SU e}
@ Srremove(Key k): S =S\ {e},

wobei e das Element mit key(e) == k ist

@ S find(Key k): (Wérterbuch)

gibt das Element e € S mitkey(e) == k zurick, falls es existiert,

sonst null

o
@ S.locaie(Key k): (Suchstruktur)
gibt das Element e € S mit minimalem Schlissel key(e) zurlck,

flr das key(e) > k

H. Seidl (TUM) GAD $S'16
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Priority Queues Binomial Heaps

Bessere Laufzeit mit Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps

Verbesserung von Binomial Heaps mit folgenden Kosten:
@ min, insert, merge: O(1) (worst case)

@ decreaseKey: O(1) (amortisiert)

@ deleteMin, remove: O(log n) (amortisiert)

Wir werden darauf bei den Graph-Algorithmen zuruckgreifen.
-____-—-_-'—--—

H. Seidl (TUM)

Suchstrukturen Allgemeines

Vergleich Worterbuch / Suchstruktur

@ Worterbuch effizient Gber Hashing realisierbar

P

1 3 5 10 14 15\

14 5 3

)1 ) 10
@ Hashing zerstort die Ordnung auf den Elementen

= keine effiziente locate-Operation
= keine Intervallanfragen

H. Seidl (TUM) GAD $S'16

272

274



Suchstrukturen Allgemeines

Vergleich Wérterbuch / Suchstruktur

@ S: Menge von Elementen
@ Element e wird identifiziert Uber eindeutigen Schllssel key(e)

Operationen:

@ S.insert(Eleme). S =5Ule}

@ S.rremove(Key k). S =S\ {e},
wobei e das Element mit key(e) == k ist

@ S.find(Key k): (Wérterbuch)
gibt das Element e € S mit key(e) == k zurlck, falls es existiert,
sonst null

@ S.locate(Key k): (Suchstruktur)
gibt das Element e € S mit minimalem Schliissel key(e) zuriick,
fur das key(e) = k
s =2

H. Seidl (TUM) GAD 5816

Suchstrukturen Allgemeines

Suchstruktur

sortierte Liste

Erster Ansatz:
—_— [
)

f 19 42

A

—

Problem:
@ insert, remove, locate kosten im worst case ©(n) Zeit
[ TN
\ AN
Binsicht.
@ wenn locate effizient implementierbar, dann auch die anderen
Operationen

H. Seidl (TUM) GAD $S'16
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Suchstrukturen Allgemeines

Vergleich Wérterbuch / Suchstruktur

9 Wértertzygh effizient Uber Hashing realisierbar

1 3 5 10 14 1)
v O\
GRINENE) DEIR G

J N

@ Hashing zerstort die Ordnung auf den Elementen
= keine effiziente locate-Operation

= keine Intervallanfragen
_--———_'d—-—.—‘_-
H. Seidl (TUM) S§8'16

Suchstrukturen Allgemeines

Suchstruktur

Idee:
@ flge Navigationsstruktur hinzu, die_locate effizient macht

Navigationsstruktur

= el
i PR
L 3 19 42
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Suchstrukturen Allgemeines

Suchbaume

extern Baumknoten enthalten nur Navigationsinformationen
T Nutzdaten sind in den Blattern gespeichert.

(hier: mittels Zeiger auf Elemente einer sortierten Liste)

intern Nutzdaten sind schon an den inneren Knoten gespeichert

I

H. Seidl (TUM) GAD S8'16 277

Suchstrukturen Bindre Suchbdume

Binarer Suchbaum (ideal)

H. Seidl (TUM) GAD SS16 278

Suchstrukturen Allgemeines

Suchbidume

extern Baumknoten enthalten nur Navigationsinformationen
Nutzdaten sind in den Blattern gespeichert.
(hier: mittels Zeiger auf Elemente einer sortierten Liste)

intern Nutzdaten sind schon an den inneren Knoten gespeichert

H. Seidl (TUM)
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Suchstrukturen Bindre Suchbaume

(@)

Fir alle Schliissel
ky in T1 und k2 in T2
‘D ke )

locate-Strategie:

@ Starte in Wurzel des Suchbaums

@ Fr jeden erreichten Knoten v:

Falls key(v) > kgesucht, gehe zum linken Kind von v,

sonst gehe zum rechten Kind

Bindrer Suchbaum

Suchbaum-Regel:

H. Seidl (TUM) GAD S§16 279



Suchstrukturen Bindre Suchbdume Suchstrukturen Bindre Suchbdume

Binarer Suchbaum Binarer Suchbaum / locate

locate(9)

Suchbaum-Regel:

For alle Schlissel
Ky in Ty und ko in To:

ki <k <k

locate-Strategie:
@ Starte in Wurzel des Suchbaums
@ Fir jeden erreichten Knoten v:

Falls key(v) > Kgesucnt: 9ehe zum linken Kind von v, 19 128, |

sonst gehe zum rechten Kind

H. Seidl (TUM) GAD S8'16 279
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Suchstrukturen Bindre Suchbdume

Binarer Suchbaum / insert, remove

Strategie:
@ insert(e):
» erst wie locate(key(e)) bis Element e’ in Liste erreicht
» falls key(e’) > key(e):
flge e vor e’ ein, sowie ein neues Suchbaumblatt fir e und e’ mit
key(e) als Splitter Key, so dass Suchbaum-Regel erflillt

insert(5)
@ remove(k):
» erst wie locate(k) bis Element e in Liste erreicht
» falls key(e) = k, lésche e aus Liste und Vater v von e aus
Suchbaum und
» setze in dem Baumknoten w mit key(w) = k den neuen Wert
key(w) = key(v)
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Suchstrukturen Bindre Suchbdume Suchstrukturen Bindre Suchbdume

Binarer Suchbaum / insert, remove Binarer Suchbaum / insert, remove

rd F 3\ rd N
Bl ==—]

insert(5) insert(12)
I a I I w I
H. Seidl (TUM) 55816 283 H. Seidl (TUM) GAD S5'16 284
Suchstrukturen Binare Suchbaume
Binadrer Suchbaum / insert, remove
l l l I
remove(1) remove(14)
(10) (10)
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remove(14)
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Suchstrukturen Bindre Suchbdume

Binarer Suchbaum / insert, remove

remove(14)
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Suchstrukturen Binare Suchbaume
Binarer Suchbaum / insert, remove
remove(14)
(10)
8
——{ml{e]
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Suchstrukturen Binare Suchbaume

Binarer Suchbaum / worst case
Problem:
@ Baumstruktur kann zur Liste entarten
@ Hbhe des Baums kann linear in der Anzahl der Elemente werden
= locate kann im worst case Zeitaufwand ©(n) verursachen

Beispiel: Zahlen werden in sortierter Reihenfolge eingefligt

GAD

H. Seidl (TUM) S§'16

Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume: Worst Case / Fibonacci-Baum

@ Laufzeit der Operation hangt von der Baumhohe ab

@ Was ist die gréB3te Héhe bei gegebener Anzahl von Elementen?
@ bzw: Wieviel Elemente hat ein Baum mit Hohe h mindestens?

@ Fur mindestens ein Kind hat der Unterbaum Héhe h — 1.

Worst case: Unterbaum am anderen Kind hat Hohe h — 2
(kleiner geht nicht wegen Hohendifferenzbeschrankung).

= Anzahl der Blatter entspricht den Fibonacci-Zahlen:

<

5516

Fx = Fk—1 + Fk—2

——

H. Seidl (TUM) GAD

Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume

Balancierte binare Suchbaume

Strategie zur Lésung des Problems:
@ Balancierung des Baums

Georgy M. Adelson-Velsky & Evgenii M. Landis (1962):
@ Beschrankung der Héhenunterschiede fiir Teilbdume auf
1, 0+1]

= flOhrt nicht unbedingt zu einem ideal listédndigen Binarbaum
(wie wir ihn von array-basierten Heaps kennen),

aber zu einem hinreichenden Gleichgewicht

288 H. Seidl (TUM) S§8'16 289

Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume: Worst Case / Fibonacci-Baum

@ Laufzeit der Operation hangt von der Baumhdhe ab

@ Was ist die gr63te Héhe bei gegebener Anzahl von Elementen?
@ bzw: Wieviel Elemente hat ein Baum mit Hohe h mindestens?

@ Fir mindestens ein Kind hat der Unterbaum H6he h —1.

Worst case: Unterbaum am anderen Kind hat Héhe h — 2
(kleiner geht nicht wegen Hohendifferenzbeschrankung).

= Anzahl der Blatter entspricht den Fibonacci-Za

FK:E".:I"'F-“’E
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Suchstrukturen AVL-Baume Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume: Worst Case / Fibonacci-Baum AVL-Baume: Worst Case / Fibonacci-Baum

@ Fibonacci-Baum der Hohe 0: Baum bestehend aus einem Blatt
jnbihatiliilad+ y Sl b
@ Fibonacci-Baum der Hohe 1: ein innerer Knoten mit 2 Blattern
-__-_'_—'—- _.—___-—
@ Fibonacci-Baum der Hoéhe_h + 1 besteht aus ei urzel, deren
Kinder Fibonacci-Baume der Hohen h und h — 1 sind

Explizite Darstellung der Fibonacci-Zahlen mit Binet-Formel:
__--—'-—_'—-
1+ VB (1-+5 )
2 2

F

— V5

@ Baum der Hohe h @Iétter bzw. Fn 2 — 1 innere Knoten

——
= Die Anzahl der Elemente ist exponentiell in der Héhe bzw.

die Hohe ist logarithmisch in der Anzahl der Elemente.
-__-_____—-——'__————
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Suchstrukturen AVL-Baume Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume: Operationen AVL-Baume: insert

@ Suche Knoten, an den das neue Blatt angehéngm

(—-—"-—__-— . . - .
@ An diesem Knoten andert sich di ndifferenz um +1

(linkes oder rechtes Blatt)

@ gehe nun rickwdrts zur Wurzel, aktualisi ie jeweilige
Héhendifferenz und rebalanciere falls notwendig

Operationen auf einem AVL-Baum:

@ insert und remove kdnnen zunachst zu Bindrbdumen fiihren, die
die Balance-Bedingung fur die Hohendifferenz der Teilbaume
verletzen

= TeilbAume missen umgeordnet werden, um das Kriterium flir
AVL-Baume wieder zu erflllen (Rebalancierung / Rotation)

@ Differenz 0: Wert war vorher &1, Hohe unverandert, also aufhoren

A Differenz +1: Wert war vorher 0, Hohe ist jetzt um 1 gréBer,
KH‘GH@FMZ im Vaterknoten anpassen und dort weitermachen

@ Dazu wird an jedem Knoten die Héhendifferenz der beiden
Unterbaume vermerkt (—1,0, +1, mit 2 Bit/ Knoten)

o gjﬁﬁ@z;z: Rebalancierung erforderlich, Einfach- oder

@ Operationen locate, insert und remove haben Laufzeit O(log n) oppelrotation abhé&ngig von Héhendifferenz an den Kindknoten
_Doppetrotation

danach Hoéhe wie zuvor, also aufhdren
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AVL-Baume:

Suchstrukturen AVL-Baume

Einfachrotation nach insert

H. Seidl (TUM)

AVL-Baume:

GAD

Suchstrukturen AVL-Baume

Einfachrotation nach insert

5816
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Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume: insert

@ An diesem Knoten andert sich die Hohendifferenz u
(linkes oder rechtes Blatt)

@ gehe nun riickwarts zur Wurzel, aktualisiere die jeweiki
Héhendifferenz und rebalanciere falls notwendig

@ Differenz 0: Wert war vorher +1, Hohe unverandert, also aufhoren
"__,_—l

@ Differenz +1: Wert war vorher 0, Hohe ist jetzt um 1 gréBer,
Hoéhendifferenz im Vaterknoten anpassen und dort weitermachen

@ Differenz +2: Rebalancierung erforderlich, Einfach- oder
Doppelrotation abhangig von Hdhendifferenz an den Kindknoten

danach H6&he wie zuvor, also aufhdren

Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume: Doppelrotation nach insert

H. Seidl (TUM) GAD SS16 296



Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume: @ aeh insert
C’ +2

Dop

H. Seidl (TUM) §8'16 296

AVL-Baume: Doppelrotation nach insert
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AVL-Baume

ash insert

Suchstrukturen

Einfa

Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume:

AVL-Baume: Doppelrotation nach insert

H. Seidl (TUM) GAD S§'16 296 H. Seidl (TUM) S§8'16 295

Suchstrukturen AVL-Baume Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume: remove

@ Suche Knoten v, der entfernt werden soll s :gltz;‘
@ Falls v ein Blatt ist oder genau 1 Kind hat, |6s¢ W.
durch sein Kind, aktualisiere Hohendifferenz dés Vaterkndten

und fahre dort fort.

@ Falls v 2 Kinder hat, vertausche v mit dem rechtesten Knoten im
linken Unterbaum (n&chstkleineres Element direkt vor v) und
l6sche v dort.

v hat dort héchstens 1 (linkes) Kind, nun wie im ersten Fall

AVL-Baume: Doppelrotation nach insert 2
Z

ev

o Differenz 0: Wert war vorher +1, Hohe ist jetzt um 1 kleiner,
Hoéhendifferenz im Vaterknoten anpassen und dort weitermachen

@ Differenz +=1: Wert war vorher 0, H6he unverandert, also aufhéren

e Differenz +2: Rebalancierung erforderlich, Einfach- oder
oppelrotation abhéngig von Hoéhendifferenz an den Kindknoten

falls notwendig Hohendifferenz im Vaterknoten anpassen und dort

weitermachen
H. Seidl (TUM) GAD 5516 297
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Suchstrukturen AVL-Baume Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume: remove

@ Suche Knoten v, der entfernt werden soll

@ Falls v ein Blatt ist oder genau 1 Kind hat, I6sche v bzw. ersetze v
durch sein Kind, aktualisiere H6hendifferenz des Vaterknotens
und fahre dort fort.

@ Falls v 2 Kinder hat, vertausche v mit dem rechtesten Knoten im
linken Unterbaum (nachstkleineres Element direkt vor v) und
l6sche v dort.

v hat dort héchstens 1 (linkes) Kind, nun wie im ersten Fall

AVL-Baume: Einfachrotation nach remove

@ Differenz 0: Wert war vorher =1, Héhe ist jetzt um 1 kleiner,
Hohendifferenz im Vaterknoten anpassen und dort weitermachen

@ Differenz +1: Wert war vorher 0, Hohe unverandert, also aufhoren

@ Differenz +2: Rebalancierung erforderlich, Einfach- oder
Doppelrotation abhangig von Hdhendifferenz an den Kindknoten

falls notwendig Héhendifferenz im Vaterknoten anpassen und dort
weitermachen

Suchstrukturen AVL-Baume

H. Seidl (TUM) GAD 5816 298

Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume: Einfachrotation nach remove AVL-Baume: Doppelrotation nach remove
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Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume:

Doppelrotation nach remove

H. Seidl (TUM) GAD
Suchstrukturen

(a, b)-Baume

(a,b)-Baum

Beispiel: (2,4)-Baum

5816
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Suchstrukturen

(a, b)-Baume

(a,b)-Baum

Andere Lésung fir das Problem bei bindren Suchbaumen, dass die
Baumstruktur zur Liste entarten kann

Idee:
@ d(v): Ausgangsgrad (Anzahl Kinder) von Knoten v
o .

@ i(v): Tiefe (in Kanten) von Knoten v

—-—'_._‘ e

@ Form-Invarfiante:
alle Blatter in derselben Tiefe:
dite? T uelseibell Tk

@ Grad-Invariante:
Fur alle infernen Knoten v (auBer Wurzel) gilt:
e e (___’/

t(v) = t(w) fur Blatter v, w

(wobeia>2und b >2a-1)
-

FarWurzel r: 2<d(r) <b (auBer wenn nur 1 Blatt im Baum)
S~ —_— PR e e —

a<d(v)<bh
.-___-__-___...f'

H. Seidl (TUM)

Suchstrukturen (a,b)-Baume

(a,b)-Baum

Lemma

Ein (a, b)-Baum fiir n > 1 Elemente hat Tiefe < 1 + |log, "5 .

300

Beweis.

@ Baum hat n + 1 Blatter (+1 wegen co-Dummy)

@ Im Fall n > 1 hat die Wurzel Grad > 2,
die anderen inneren Knoten haben Grad > a.

= Bei Tiefe t gibt es > 2a'"" Blatter

en+i1>2a"" &

t<1+log, 25

@ Dat eine ganze Zahlist, gilt t <1+ [Ioga hzw

O

H. Seidl (TUM) GAD $S'16
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Suchstrukturen (a, b)-Baume

Suchstrukturen (a,b)-Baume

(a, b)-Baum (a,b)-Baum

Lemma
Beispiel: (2,4)-Baum

Ein (a,b)-Baum fir n > 1 Elemente hat Tiefe < 1 + [Ioga %J

Beweis.
@ Baum hat n+-1 Blatter (+1 wegen co-Dummy)

@ Im Fall n > 1 hat die Wurzel Grad > 2,
die anderen inneren Knoten haben Grad > a.

= Bei Tiefe t gibt es > 2a'~' Blatter
~a_

enti1>2a"" o t<1+log,

o Da t eine ganze Zahl ist, gilt <1+ |Ioga %J

O
H. Seidl (TUM) GAD SS16 303 H. Seidl (TUM) G ss16 301
IR  (a,b)-Baume Suchstrukiuren [NEW R
(a, b)-Baum: Split-Schlissel (a,b)-Baum
@ Jeder Knoten v enthalt ein sortiertes Array von d(v) — 1
Split-Schlisseln sy, ..., Sq(v)-1 locate(9)

@ (a, b)-Suchbaum-Regel:

Fur alle Schlussel k in T; und k" in T;¢ gilt:

,k?;s,» <k’ bzw. s_i<k<s;

(S0 = —00, 54 = o0)

H. Seidl (TUM) GAD
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Suchstrukturen

(a, b)-Baume
(a, b)-Baum
Lemma

Ein (a, b)-Baum fiir n > 1 Elemente hat Tiefe <1 + lloga %J

Beweis.

@ Baum hat n + 1 Blatter (+1 wegen co-Dummy)

@ Im Fall n = 1 hat die Wurzel Grad > 2,
die anderen inneren Knoten haben Grad > a.

= Bei Tiefe t gibt es > 2a!~" Blatter
en+1>2a"! o t<14log, !

@ Da t eine ganze Zahlist, gilt t <1+ lloga %J

m]
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Suchstrukturen (a, b)-Baume
(a, b)-Baum
insert(e)
@ Abstieg wie bei locate(key(e)) bis Element e’ in Liste erreicht
o falls key(e)<key(e’), fuge e vor e’ ein
H. Seidl (TUM) GAD S$816 305

Suchstrukturen

(a, b)-Baume

(a,b)-Baum

locate(9)

1 3 5 A ]10[% |14 19 28 oo

Suchstrukturen (a,b)-Baume
(a,b)-Baum
insert(e)

@ flige key(e) und Handle auf e in Baumknoten v ber e ein
e falls d(v) < b, dann fertig

H. Seidl (TUM) GAD $S'16



Suchstrukturen

(a,b)-Baume
(a, b)-Baum

insert(e)
o flige key(e) und Handle auf e in Baumknoten v (ber e ein
@ falls d(v) > b, dann teile v in zwei Knoten auf und

@ verschiebe den Splitter (gréBter Key im linken Teil) in den
Vaterknoten

Beispiel:

(2,4)-Baum

H. Seidl (TUM) GAD 5816 308

Suchstrukturen (a, b)-Baume

(a,b)-Baum

insert(e)
@ falls d(w) > b, dann teile w in zwei Knoten auf usw.
bis Grad < b
oderWiurzel aufgeteilt wurde

H. Seidl (TUM) GAD SS16 309

Suchstrukturen (a,b)-Baume
(a,b)-Baum
insert(e)
@ falls d(w) > b, dann teile w in zwei Knoten auf usw.
bis Grad < b

oder Wurzel aufgeteilt wurde

H. Seidl (TUM)

Suchstrukturen (a,b)-Baume

(a,b)-Baum / insert

—2,b=4

insert(8)

H. Seidl (TUM) GAD SS16 311



Suchstrukturen (a,b)-Baume Suchstrukturen (a, b)-Baume

(a,b)-Baum / insert (a,b)-Baum / insert

a=2b=4 a=2,b=4

insert(8) insert(6)

H. Seidl (TUM) GAD S8'16 312

(a,b)-Baume

H. Seidl (TUM)

Suchstrukturen (a, b)-Baume Suchstrukturen

(a,b)-Baum / insert (a,b)-Baum / insert

a=2b=4 a=2b=4

insert(7) insert(8)
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Suchstrukturen (a,b)-Baume Suchstrukturen (a, b)-Baume

(a,b)-Baum / insert (a,b)-Baum / insert

a=2b=4 a=2,b=4

insert(7) insert(7)

10 19

Suchstrukturen (a,b)-Baume

H. Seidl (TUM) GAD S8'16 317

Suchstrukturen (a, b)-Baume

(a,b)-Baum / insert (a,b)-Baum / insert

Form-lnvariante
a=2b=4
@ alle Blatter haben dieselbe Tiefe, denn
insert(7) neues Blatt wird auf der Ebene der anderen eingefligt und

all einer neuen Wurzel erhéht sich die Tiefe aller Blatter um 1

Grad-Invariante

@ insert splittet Knoten mit Grad b + 1 in zwei Knoten
mit Grad [(b +1)/2] und [(b + 1)/2]

@ wenn b > 2a — 1, dann sind beide Werte > a

@ wenn Wurzel Grad b + 1 erreicht und gespalten wird,
wird neue Wurzel mit Graixij__z_g_rzeugt

H. Seidl (TUM) GAD SS16 319
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Suchstrukturen (a, b)-Baume

(a,b)-Baum / insert
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