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Sortieren MergeSort

Analyse rekursiver Funktionen

Divide-and-Conguer-Algorithmen

@ Level 0: 1 Problem der GréBe n = b¥
@ Level i: d' Probleme der GréBe n/b’ = bk~
@ Level k: d* Probleme der GroBe n/b¥ = bk—k =1, L\
hier jedes mit Kosten a, also Kosten ad* l/\
—_— o,
® d=b: Kosten ad“ = ab* = an € ©(n) auf Level k, | ¢ 4
cnk = cnlog, n € ©(nlogn) fur den Rest _ of \
B = (.__ )t
@ d < b: Kosten ad® < abX = an € O(n) auf Level k, o

k=1 ;
. dy _ 1-{d/b)* 1
Rest: cnj;;(b) _cn9< cn1_d/bEO(n)

= 0O(n)

> cneQ(n)
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Sortieren MergeSort

Master-Theorem

Lésung von Rekursionsgleichungen

Satz (vereinfachtes Master-Theorem)
Seien a, b, ¢, d positive Konstanten und n = b* mit k € IN.

Betrachte folgende Rekursionsgleichung:

r(n) = a falls n =1,
| en+d-r(n/b) fallsn>1.
Dann gilt:
o(n) fallsd < b,
r(n) ={ ©(nlagn) fallsd =b,
o( ) falls d > b.
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Sortieren MergeSort

Master-Theorem

Lésung von Rekursionsgleichungen

Satz (vereinfachtes Master-Theorem)
Seien a, b, ¢, d positive Konstanten und n = bX mit k € IN.

Betrachte folgende Rekursionsgleichung:

)= { a fallsn =1,
cn+d-r(n/b) fallsn>1.
Dann gilt:
e(n) falls d < b,
r(n) =4 ©(nlogn) fallsd=b,
O(n'°%9)  fallsd > b.
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Sortieren MergeSort

Analyse rekursiver Funktionen

Divide-and-Conquer-Algorithmen

@ d>b: n=b¥ also k =log,n = logyd-logygn

dk _ dlogbn _ d.‘ogdnlogbd — nlogbd

Kosten an'©%¢9 e@( n'°9s ) auf Level k,

Rest: Cbkw —

d/b -1 d/b—1
1=
< K k |
= ledh g7 co(d¥)eo(nowr)
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Analyse rekursiver Funktionen

Divide-and-Conguer-Algorithmen

@ d>b: n=0bk alsok =log,n= logyd-logyn

dk _ dlogbn _ d.'ogdnlogbd _ nlogbd

Kosten an'©%d e@( n'°9s ) auf Level k,

cb"(d/b)k -1 _ b

Rest: d/b-1 ~ Td/b-1
1-(b/d)*
_ K k |
= o gpoy cO(d) ol
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Sortieren MergeSort

Master-Theorem

Lésung von Rekursionsgleichungen

Satz (vereinfachtes Master-Theorem)
Seien a, b, ¢, d positive Konstanten und n = b* mit k € IN.
Betrachte folgende Rekursionsgleichung:

_J a fallsn =1,
r(n) = cn+d-r(n/b) fallsn>1.

Dann gilt:
o(n) fallsd < b,
r(n) =4 ©(nlogn) fallsd=b,
O(n'°%9)  fallsd > b.
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Sortieren Untere Schranke

Untere Schranke

MergeSort hat Laufzeit O(nlog n) im worst case.
InsertionSort kann so implementiert werden, dass es im best case
lineare Laufzeit hat.

Gibt es Sortierverfahren mit Laufzeit besser als O(nlog n) im worst
case, z.B. O(n) oder O(nloglog n)?
= nicht auf der Basis einfacher Schllsselvergleiche

Entscheidungen: x; <x; — ja/nein

Satz

Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus bendtigt im worst case
mindestens nlog n — O(n) € ©(nlog n) Vergleiche.
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Sortieren Untere Schranke

Untere Schranke

Vergleichsbasiertes Sortieren

Entscheidungsbaum mit Entscheidungen an den Knoten:

A

Xo < X3 Xy < X3
Xq < Xg Xp < X3
X{XpX3 X5 X1 Xg
X1X3Xy X3XyXp XpoX3Xq X3XpXy
H. Seidl (TUM) GAD
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Untere Schranke

Vergleichsbasiertes Sortieren

Entscheidungsbaum mit Entscheidungen an den Knoten:

A

X < Xg Xy < Xg
Xy < X3 X, < X3
X4 XpXg Xp X1 Xg
X1X3Xp X3XiXp XoX3Xy X3XpX;
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Sortieren Untere Schranke

Untere Schranke

Vergleichsbasiertes Sortieren

muss insbesondere auch funktionieren, wenn alle n Schltssel
verschieden sind

= Annahme: alle verschieden

Wieviele verschiedene Ergebnisse gibt es?
= alle Permutationen:

(2 ofl) = 2

| = hal
n! = o 2nn

Binarbaum der Hohe h hat héchstens 2" Blatter bzw.
Binarbaum mit b Blattern hat mindestens Hoéhe log, b

= h > logy(n') = nlog n - nloge + % log(2rn)
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Untere Schranke

Vergleichsbasiertes Sortieren

muss insbesondere auch funktionieren, wenn alle n Schlissel
verschieden sind

= Annahme: alle verschieden

Wieviele verschiedene Ergebnisse gibt es?
= alle Permutationen:

o (3 (1 vo(l) = 2

1
E on 2nn

Binarbaum der Héhe h hat héchstens 2 Blatter bzw.
Binarbaum mit b Blattern hat mindestens Hohe log, b

= h > log,(n!) 2 nlog n — nloge + % log(2mn)
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Sortieren QuickSort Sortieren QuickSort

QuickSort Implementierung: effizient und in-place

Idee:
Aufspaltung in zwei Teilmengen, aber nicht in der Mitte der Sequenz
wie bei MergeSort, sondern getrennt durch ein Pivotelement

void quickSort(Element[] a, int ¢, int r) {
//all...r]:zu sortierendes Feld
if (£ <r){
p = alr]; // Pivot
inti=¢-1; intj=r;
do { //spalte Elementein alt,...,r — 1] nach Pivot p
do { i++ } while (a[i] < p);
do {j—— }while (j = ¢ A alj] > p);
if (i < j) swap(a, i, J);

!
105 (19| 1 14| 3

N\
S } while (i < j);
113 5) 10 kg 14 swap (a,l,r); // Pivotan richtige Stelle
=12 quickSort(a, £, i —1);
quickSort(a, i + 1, r);
1351014 19) | |
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Sortieren QuickSort Sortieren QuickSort

QuickSort: Laufzeit QuickSort: Laufzeit
Problem:
@ im Gegensatz zu MergeSort kann die Aufteilung in Teilprobleme
unbalanciert sein (also nur im Optimalfall eine Halbierung)
@ im worst case quadratische Laufzeit
(z.B. wenn Pivotelement immer kleinstes oder groBtes aller
Elemente ist)

Problem:
@ im Gegensatz zu MergeSort kann die Aufteilung in Teilprobleme
unbalanciert sein (also nur im Optimalfall eine Halbierung)
@ im worst case quadratische Laufzeit
(z.B. wenn Pivotelement immer kleinstes oder gréBtes aller
Elemente ist)

Lésungen:

@ wahle zufalliges Pivotelement:
Laufzeit O(nlog n) mit hoher Wahrscheinlichkeit

@ berechne Median (mittleres Element):
mit Selektionsalgorithmus, spater in der Vorlesung
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Sortieren QuickSort

QuickSort

Laufzeit bei zufélligem Pivot-Element
@ Zahle Anzahl Vergleiche (Rest macht nur konstanten Faktor aus)
@ C(n): erwartete Anzahl Vergleiche bei n Elementen

Satz

Die erwartete Anzahl von Vergleichen flir QuickSort mit zuféllig
ausgewahltem Pivotelement ist

C(n) < 2nlnn < 1.39nlog, n
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