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Einfiihrung Beispiele

Analyse des Produkts

@ Zahl mal Zahl:

5 6 7 8 4 3 2 1
227 12
17 0 3 4

11 3 5 6
5 6 7 8
2 45 3 46 38

Genauer:

» Beim Aufsummieren der Zwischenergebnisse muss man eigentlich
jeweils nur Zahlen bestehend aus n + 1 Ziffern addieren. Das ergibt
(n—=1)(n+1) = n® — 1 Grundoperationen.

Insgesamt hatte man damit 3n°[+n] — 1 Grundoperationen.
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Einfiihrung Beispiele

Geht es besser?

Frage:
@ Ist das Uberhaupt gut? 0
Vielleicht geht es ja schneller?
Was wére denn Oberhaupt eine signifikante Verbesserung?
Vielleicht irgendetwas mit 2n°?
Das wirde die Zeit auf ca. 2/3 des urspringlichen Werts senken.

Aber bei einer Verdoppelung der Zahlenlange hatte man immer
noch eine Vervierfachung der Laufzeit.

Wir werden diese Frage spater beantworten ...

H. Seidl (TUM)

Einfiihrung Beispiele

Analyse des Produkts
@ Zahl mal Zahl:

56 7 8 4 3 2 1
227 12000
1703 400
113 56 0

5 6 7 8

2 45 3 46 3 8

Zur Multiplikation zweier Zahlen mit jeweils n Ziffern brauchen wir
» n Multiplikationen einer n-Ziffern-Zahl mit einer Ziffer, also
n-(2n[+1]) = 2n?[+n] Grundoperationen
» Zwischenergebnisse sind nicht 1&nger als das Endergebnis
(2n Ziffern), also n — 1 Summen von Zahlen mit 2n Ziffern, also
(n—1)-2n=2n? - 2n Grundoperationen

Insgesamt:  4n° — [2]n Grundoperationen
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Einfiihrung Beispiele Einfiihrung Beispiele

Geht es besser? Analyse des Produkts

@ Zahl mal Zahl:

Frage:

@ Ist das Uberhaupt gut? > 6 7 8 4 3 2 1
Vielleicht ' ller? 22712

@ Vielleicht geht es ja schneller” 170 3 4
@ Was waére denn Uberhaupt eine signifikante Verbesserung? 1135 6
@ Vielleicht irgendetwas mit 2n°? 56 7 8
@ Das wirde die Zeit auf ca. 2/3 des urspriinglichen Werts senken. 2 4534638
@ Aber bei einer Verdoppelung der Zahlenlange hatte man immer

Genauer:

» Beim Aufsummieren der Zwischenergebnisse muss man eigentlich
jeweils nur Zahlen bestehend aus n + 1 Ziffern addieren. Das ergibt
(n=1)(n +1) = n® — 1 Grundoperationen.

Insgesamt hatte man damit 3n°[+n] — 1 Grundoperationen.
\__/_“

noch eine Vervierfachung der Laufzeit.

@ Wir werden diese Frage spater beantworten . ..
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Einfiihrung Beispiele Effizienz EffizienzmaBe

Geht es besser? Effizienzmessung

Ziel:
@ Beschreibung der Performance von Algorithmen
@ moglichst genau, aber in kurzer und einfacher Form

Frage:
@ Ist das Uberhaupt gut?
Vielleicht geht es ja schneller?

Was wiére denn (iberhaupt eine signifikante Verbesserung?
Vielleicht irgendetwas mit ?,’f?
Das wirde die Zeit auf ca. 2/3 des urspriinglichen Werts senken.

Aber bei einer Verdoppelung der Zahlenlange hatte man immer
noch eine Vervierfachung der Laufzeit.

Exakte Spezifikation der Laufzeit eines Algorithmus
(bzw. einer DS-Operation):

@ Menge 7 der Instanzen

o Laufzeit des Algorithmus T: 7 +— IN
— — et

Problem: T _sehr schwer exakt bestimmbar bzw. beschreibbar

® Wirwerden diese Frage spater beantworten ... Lésung: Gruppierung der Instanzen (meist nach GroB3e)
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Effizienz Effizienzmale Ettizienz EffizienzmaBe

Eingabekodierung Eingabekodierung - Beispiel Primfaktorisierung

Bei Betrachtung der Lange der Eingabe: EeisTielpflPrimt:aktorisierung) ar £D ‘=>(§V_' \[__‘
ivi i -

Vorsicht bei der Kodierung! rivialer Algonithmus 57 Vs KV R

Testevony =2 bis[L\/?J alle Zahlen, ob diese x teilen und wenn ja,
dann bestimme wiederholt das Ergebnis der Division bis die Teilung

Beispiel (Primfaktorisierung) nicht mehr ohne Rest maglich ist

Gegeben: Zahl x e N Laufzeit: +/x Teilbarkeitstests und héchstens log, x Divisionen

@ Unare Kodierung von x (x Einsen als Eingabe): 5;7*[41
Laufzeit polynomiell bezlglich der Lange der Eingabe

k
Gesucht:  Primfaktoren von x (Primzahlen py,....pg mit x = H pf")
- =t

Bekannt als hartes Problem (wichtig fur RSA-Verschlisselung!)

@ Binare Kodierung von x ([log, x] Bits):
I_f/ufzeit exponentiell bezlglich der Ldnge der Eingabe
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Effizienz Effizienzmalie Effizienz EffizienzmaBe

Eingabekodierung Effizienzmessung

Sei 7, die Menge der Instanzen der GriéBe n eines Problems.

Betrachtete Eingabegréie:
@ GroBe von Zahlen: Anzahl Bits bei binarer Kodigrung
@ GrdBe von Mengen/Folgen: Anzahl Elemente

Effizienzmale:

@ Worst case:
= T(:iel
Beispiel (Sortieren) t(n) = max {T(i): i € In}

Gegeben: Folge von Zahlen ay,...,a; € N @ Average case:

Gesucht: sortierte Folge der Zahlen t(n) = L;_I
nmi s

GroBe der Eingabe: n

@ Best case:

Manchmal Betrachtung von mehr Parametern: t(n) = min{T(i) : i€ Ip}

@ GroRe von Graphen: Anzahl Knoten und Anzahl Kanten , ) L o
(Wir stellen sicher, dass max und min existieren und dass 7, endlich ist.)
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Effizienz Effizienzmale

Vor- und Nachteile der Mal3e

@ worst case:
liefert Garantie fur die Effizienz des Algorithmus,
evt. aber sehr pessimistische Abschatzung

@ average case:
beschreibt durchschnittliche Laufzeit, aber nicht unbedingt
Ubereinstimmend mit dem "typischen Fall” in der Praxis,
gof. Verallgemeinerung mit Wahrscheinlichkeitsverteilung

@ best case:
Vergleich mit worst case liefert Aussage Uber die Abweichung
innerhalb der Instanzen gleicher Gréf3e,
evt. sehr optimistisch

Exakte Formeln flir t(n) sind meist sehr aufwendig bzw. nicht méglich!
= betrachte asymptotisches Wachstum (n — o)

H. Seidl (TUM) GAD S8'16

Effizienz Effizienzmalie

Sn 2n

Mengen zur Formalisierung des asymptotischen Verhaltens:

Asymptotische Notation

o(f(n)) = {g(n): dc>0:3dng>0: ¥Ynx=ngy: g(n) <c-f(n)}
Q(f(n)) = {g(n): Hc >0: dng>0: Yn=ng: g(n) =c-f(n)}
O(f(n) = O(f(n) nQ(f(n))

o(f(n)) = {g(n): ¥c>0: dng>0: ¥Yn>ny: g(n) <c-f(n))
w(f(n)) =

{g(n).@o. dng >0: ¥Yn=ny: g(n)>c-f(n)}

—_—

—

Funktionen sollen Laufzeit bzw. Speicherplatz beschreiben

= Forderung: Ang: Ynz=no: f(n)>0
Manchmal auch: n: f(n)=0
H. Seidl (TUM) GAD 55'16
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Effizienz EffizienzmaBe

Wachstumsrate / -ordnung

@ f(n) und g(n) haben gleiche Wachstumsrate, falls fur groBBe n das
Verhaltnis durch Konstanten beschrankt ist:

c< Wy

g(n)

@ f(n) wachst schneller als g(n), wenn es fir alle positiven
Konstanten ¢ ein ng gibt, ab dem f(n) > c¢-g(n) fir n > ng gilt, d.h.,

f(n) = c-g(n)

_— a(n)
anders ausgedriickt: JLHQO ()

dc,deRy dngelN Vn=np:

YceRy dAmpelN VYnzm:

=0

Beispiel
n? und 5n® — 7n haben gleiche Wachstumsrate, da fir alle n > 2
1< 8270 < 5gilt.  Beide wachsen schneller als n/2.

T S5 50

EffizienzmaBe

H. Seidl (TUM)

Effizienz

Asymptotische Notation

Mengen zur Formalisierung des asymptotischen Verhaltens:

O(f(n)) = {g(n): F3¢>0: Ang>0: ¥Yn=ny: g(n) <c-f(n)}
Q(f(n)) = {g(n): Ac>0: Ang>0: ¥Yn=ng: g(n) = c-f(n)}
o(f(n) = O(f(m) nQf(n))
o(f(n)) = {g(n): Yc>0: dAng>0: ¥Yn=np: g(n) <c-f(n)}
w(f(n)) = {g(n): Yc>0: dAng>0: ¥Yn=ny: g(n) = c-f(n)}
Funktionen sollen Laufzeit bzw. Speicherplatz beschreiben
= Forderung: Ang: ¥Yn=np: f(n)>0
Manchmal auch: Yn: f(n)=0
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Effizienz Effizienzmale Ettizienz EffizienzmaBe

Wachstumsrate / -ordnung Asymptotische Notation

@ Warum die Betrachtung der Wachstumsrate und die Forderung

nur fir geniigend grof3e n? A

, . , . . of(n)) f(n)=an+b
Ziel effizienter Algorithmen: Lésung groBer Probleminstanzen

gesucht: Verfahren, die flr groBBe Instanzen noch effizient sind

Fir groBe n sind Verfahren mit kleinerer Wachstumsrate besser.

@ Warum Verzicht auf konstante Faktoren?

Unser Maschinenmodell ist nur eine Abstraktion von echten
Computern und kann die reale Laufzeit sowieso nur bis auf
konstante Faktoren bestimmen.

|\

Dabher ist es meistens sinnvoll, Algorithmen mit gleicher
Wachstumsrate erstmal als gleichwertig zu betrachten.

Y

@ auBerdem: Laufzeitangabe durch einfache Funktionen
H. Seidl (TUM) GAD 8516 52

Effizienz Effizienzmalie Effizienz EffizienzmaBe

Asymptotische Notation Asymptotische Notation

A

o((n))

Beispiel

5n® —=7n e O(n?), n?/10+100n€ O(n?), 4n? € O(n%)
@ 5n2-7neQ(n?), n*eQ(n?), nlogneQ(n)

@ 5n° —7n € O(r?)

@ logneo(n), neo(2")

@ n® e w(n®), 22" w(2"
— @
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Effizienz Effizienzmale

Asymptotische Notation als Platzhalter

e statt g(n) € O(f(n)) schreibt man oft auch_ g(n) = O(f(n))

o flr (f(n)% ggn) mit g(n) € o(h(n ) schreibt man au
f(n) +g(n (n) +7h(n))

e sta O(f(n)) O(g(n chreibt man auc-

Beispiel
nP+n = nm+on®) = (A+o0(1)® = 0Ond

o

O-Notations”gleichungen” sollten nur von links nach rechts gelesen werden!

H. Seidl (TUM) GAD S8'16

Effizienz Rechenregeln flir O-Notation

Wachstumsrate von Polynomen

Beweis.

Zu zeigen'<:pin) € O(n*)) und - 5
hoo% 2h <4

LR p2(3+ 044

p(n) € O(n*):

Farn > 1 gilt:

< > laj] - n

Also ist die Definition

O(f(n)) ={g(n): 43¢ >0: Ang > 0: ¥Yn=ng : g(n) < c- f(n)

——

mit c=}:§‘=0|a,-| und _ng =1 erflllt.

55
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Effizienz Rechenregeln fiir O-Notation

Wachstumsrate von Polynomen

Lemma

Sei p ein Polynom der Ordnung k bzgl. der Variable n, also

———
e ——

—

K
p(n):ZQL-Qf mit  ax > 0.

i=0 -
Dann ist
p(n) € ©(n*)

Ettizienz Rechenregeln fir O-Notation

Wachstumsrate von Polynomen

. Q-
Beweis. O-’lj ljz_w
p(n) € Q(n*): —

iti ' a
Far positive n gilt dann: % w 4
2- —
p(n) = anf—AnkT = gk gt (%n _ A)

Q(f(n)) ={g(n): 3¢ >0: Ang>0: ¥n>ng:

IS

g(n) = ¢ - f(n)}

mit ¢=ax/2 und ng>2A/ac erfillt.
e

H. Seidl (TUM) GAD

55'16
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Effizienz Rechenregeln fiir O-Notation

Rechenregeln flir O-Notation

Far Funktionen f(n) (bzw. g(n)) mit 3dng ¥n = ng
Lemma

@ c-f(n) € ©(f(n)) fiir jede Konstante c >0
O(f(n)) +O(g(n)) = O(f(n) + g(n))
O(f(n)) - O(g(n)) = O(f(n) - g(n))
O(f(n) + g(n)) = O(f(n)) falls g(n) € O(f(n))
Die Ausdriicke sind auch korrekt fiir Q statt O.
Vorsicht, der letzte heil3t dann

@ Q(f(n)+ g(n)) = Q(f(n)) falls g(n) € O(f(n))

: f(n) >0 gilt:

Aber: Vorsicht bei induktiver Anwendung!

H. Seidl (TUM) GAD 88'16
Effizienz Rechenregeln flir O-Notation

Ableitungen und O-Notation
Lemma
Seien f und g differenzierbar.
Dann gilt

@ falls f'(n) € O(g’(n)), dann auch f(n) € O(g(n))

@ falls f'(n) € Q(g’(n)), dann auch f(n) € Q(g(n))

@ falls f'(n) € o(g’(n)), dann auch f(n) € o(g(n))

@ falls f'(n) € w(g’(n)), dann auch f(n) € w(g(n))

Umgekehrt gilt das im Allgemeinen nicht!
H. Seidl (TUM) GAD s$s'16 61

Effizienz Rechenregeln fiir O-Notation

Induktions”beweis”
Behauptung:

i i =0(n)
i=1

Seif(n)=n+f(n—1)und f(1) = 1.
Ind.anfang: f(1) =0(1)

Ind.vor.: Esgeltef(n—1)=0(n-1)
Ind.schritt: Dann gilt 3

“Beweis”:

f(n)=n+f(n-1)=n+0(n-1)=0(n)

—

Also ist

f(n) = Zn: i=0(n)
i=1

FALSCH!
- oo

H. Seidl (TUM)

Effizienz Rechenregeln fiir O-Notation

Rechenbeispiele fir O-Notation

Beispiel
o 1. Lemma:
-3n? +2ne O(n®)
(E, 1) =0(n?/2 + nf2) = O(n?)
@ 2. Lemma:
Aus logneQ(n) folgt nlogneO(n?).
@ 3. Lemma:

(logn) =1/n, (n)’ =1und1/n<O(1).
= logn € O(n)

60
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Effizienz Rechenregeln fiir O-Notation Effizienz Rechenregeln fiir O-Notation

Rechenbeispiele fir O-Notation Rechenbeispiele fiir O-Notation

Beispiel Beispiel
@ 1. Lemma: @ 1. Lemma:
n® —3n? +2n € O(n%) n® —3n? +2n€0(nd)
O(LiL: 1) = O(n?/2 + n/2) = O(n?) O(LL1 1) = O(n?/2 + n[2) = O(n?)
@ 2. Lemma: @ 2. Lemma:

Aus logneO(n) folgt nlogn e O(n?). Aus logneQ(n) folgt nlogne O(n?).

@ 3. Lemma:

(logn) =1/n, (n)" =1und 1/ne O(1).
= logn e O(n)

@ 3. Lemma:

\ {ogn)’ MQI:Lund 1@.

= log n; O(n)
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Effizienz Maschinenmodell Effizienz Maschinenmodell

Abstraktion durch Maschinen-/Rechnermodelle RAM: Aufbau

Prozessor:
@ beschrankte Anzahl an Registern Ry, ..., Ry
@ Instruktionszeiger zum nachsten Befehl

@ 1936 Turing-Maschine: kann nicht auf beliebige Speicherzellen
zugreifen, nur an der aktuellen Position des Lese-/Schreibkopfs

@ 1945 J. von Neumann u.a.: Entwurf des Rechners EDVAC
(Electronic Discrete Variable Automatic Computer)
Programm und Daten teilen sich einen gemeinsamen Speicher

Programm:

@ nummerierte Liste von Befehlen

(Adressen in Sprungbefehlen entsprechen dieser Nummerierung)
@ 1963 John Shepherdson, Howard Sturgis (u.a.):

Random Access Machine (RAM) Eingabe:

@ steht in Speicherzellen S[1],..., S[R4]

(beschrankte Registeranzahl)

Prozessor

'Linear adressierbarer Speicher |

(unbeschrankt)

Modell / Reale Rechner:
@ unendlicher/endlicher Speicher

@ Abhangigkeit/ Unabhangigkeit der GréBe der Speicherzellen von
der EingabegréBe

H. Seidl (TUM) GAD SS16 63
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Effizienz Maschinenmodell

RAM: Speicher

@ unbeschrankt viele Speicherzellen (words) S[0], S[1], S[2],.. .,
von denen zu jedem Zeitpunkt nur endlich viele benutzt werden

@ beliebig groBe Zellen fiihren zu unrealistischen Algorithmen

= Jede Speicherzelle darf bei Eingabelange n eine Zahl mit O(log n)
Bits speichern.
(Fur konstant gro3e Zellen wiirde man einen Faktor O(log n) bei
der Rechenzeit erhalten.)

= gespeicherte Werte stellen polynomiell in Eingabelange n
beschrankte Zahlen dar (sinnvoll fir Array-Indizes; bildet auch
geschichtliche Entwicklung 4 — 8 — 16 — 32 — 64 Bit ab)

Begrenzter Parallelismus:
@ sequentielles Maschinenmodell, aber
@ Verknlpfung logarithmisch vieler Bits in konstanter Zeit

H. Seidl (TUM) GAD S8'16 65

Effizienz Maschinenmodell

Maschinenmodell

RAM-Modell
@ Modell fiir die ersten Computer

@ entspricht eigentlich der Harvard-Architektur
(separater Programmspeicher)

@ Random Access Stored Program (RASP) Modell
entspricht ger von Neumann-Architektur und
hat groBBe Ahnlichkeit mit (blichen Rechnern

Aber: Speicherhierarchie erfordert ggf. Anpassung des Modells

= Algorithm Engineering, z.B. External-Memory Model

H. Seidl (TUM) GAD ss16 67

Effizienz Maschinenmodell

RAM: Befehle
Annahme:
@ Jeder Befehl dauert genau eine Zeiteinheit.
@ Laufzeit ist Anzahl ausgeflihrier Befehle
Befehlssatz:
@ Registerzuweisung:
Ri = ¢ (Konst. an Register), AR, := R; (Register an Register)
@ Speicherzugriff:
Ri = S[Rj| (lesend), S|[AR;| = R; (schreibend)
@ Arithmetische/logische Operationen:
Ri = Rjop Ry (binar:op € {+,—,-,®,/,%, A, V,<,<,=,2,>}),
Ri :=op A (unar: op € {—,})
@ Spriinge:
jump x (zu Adresse x), jumpz x R; (bedingt, falls R = 0),
jumpi R; (zu Adresse aus R))

Das entspricht Assembler-Code von realen Maschinen!

Effizienz Maschinenmodell

H. Seidl (TUM)

Speicherhierarchie

schnell, klein
Register
‘ 0 ‘ ™ External-Memory Model
‘ L1-Cache ‘ @ begrenzter schneller Speicher
0 mit M Zellen
\ L2-Cache \ @ unbegrenzter (langsamer)
g externer Speicher
‘ Hauptspeicher ‘(\-\ @ |/O-Operationen transferieren
— B aufeinanderfolgende Worte
‘ Festplatte |

[y
langsam, grof3 \\‘\

(og?

ssie

H. Seidl (TUM)
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Effizienz Maschinenmodell Etfizienz Laufzeitanalyse

Pseudocode / Maschinencode Laufzeitanalyse / worst case

[ Pseudocode \ : Berechnung der worst-case-Laufzeit:
y ® Assembler/Maschinencode @ T(I) sei worst-case-Laufzeit fir Konstrukt |
\Programm (z.B. Java)‘ schwer Uberschaubar
U ° b?SSEI’Z Programmiersprache T(elementare Zuweisung) = O(1)
| Assembler Code | wie Pascal, C++, Java, ... T (elementarer Vergleich) = O(1)
U @ oder: informal als Pseudocode T(return x) = O(1)
| Maschinencode | in verstandlicher Form

T(new Typ(...)) = O(1) + O(T(Konstruktor))
T(h;l)=T(h)+ T(l)
T(if (C) Iy else k) = O(T(C) + max{T(l), T(l)})

a=a+bc = Ry ==Ry*Rgs; Ry =R;+ R

Ra, Ry, Re: Register, in denen a, b und ¢ gespeichert sind
N
if (C) lelseJ = eval(C); jumpz sElse R,; trans(l); jump sEnd; trans(J)

eval(C): Befehle, die die Bedingung C auswerten und das Ergebnis in Register A, hinterlasse
trans(l), trans(J): Ubersetzte Befehlsfolge fiir | und J

T(for(i=aji<b;i++) )= 0("’;‘(1 + T(I)))

@ T(e.m(...)) =O(1)+ T(ss), wobei ss Rumpfvon m

sElse, sEnd: Adresse des 1. Befehls in trans(J) bzw. des 1. Befehls nach trans(J)
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Effizienz Laufzeitanalyse Eftizienz Laufzeitanalyse
Beispiel: Vorzeichenausgabe Beispiel: Minimumsuche ""’f/{
_ e O
Funktion signum(x) Funktion minimum(A, n) [
imgabbe : Z?hé;; € 1R1 Eingabe : Zahlenfolge in A[0],..., A[n — 1]
usgabe : —-1,0 bzw. o . : Anzahl der Zahl \z A
Wir wissen: n. Anza er Zanien pay
entsprechend dem Ausgabe : Minimum der Zahlen
Vorzeichen von x T(x <0)=0(1) in = A[0] o(1)
: T(return -1) = O(1) min = AJ0}; 1
if x <0 then . i n—1
L return -1 T(if (C) ) = O(T(C) + T(I)) ftf i(f’A[:],; ;;;ﬁ;ﬁ?ﬁ:n Al 0%‘,-1:1 (1 +;(")))
if x > 0 then . ’ 01()
L return 1 return min (1)
return 0
O(1+ (X 1)+1)=0(n
Also: T(if (x <0)return —1) =0(1) + O(1) = 0(1) ( (E"1 ) ) ,-L)—
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Effizienz Laufzeitanalyse

Beispiel: BubbleSort

Sortieren durch Aufsteigen

Vertausche in jeder Runde in der (verbleibenden) Eingabesequenz
(hier vom Ende in Richtung Anfang) jeweils zwei benachbarte
Elemente, die nicht in der richtigen Reihenfolge stehen

Beispiel
51019 1 (14| 3 1(5(10[3|19|14
5(10(19| 1 |3 |14 1({5]3(10]19(14
5 (1011 |19| 3 (14 113|5(10[19]|14
5|1(10|19( 3 |14 1{3]5(10]14(19
115(10(19]| 3 |14 113|5(10(14|19
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