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Restklassen konnen auch im Polynomring K[xz] (K ein Korper) gebildet werden.

Definition 154 "o a
Sei g € K[z] ein Polynom, grad(g) > 1. Fiir jedes f € K[z] heiBt die Menge

[flg :={h € K[z] : h — f ist durch g teilbar}

die Restklasse von f modulo g.
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Bemerkungen . \/

.. =]
© Kongruenz modulo n definiert auf Z eine Aquivalenzrelation ~p,: m e~y {1 <= @ g 8
teilt m — £, und [£],, ist die Aquivalenzklasse von ¢.

@ Auf der Menge aller Restklassen [£];, kann man Addition und Multiplikation wie
folgt definieren

o +n [m)n = [+ mln, [l -n [m]n = [€-m]n,

und erhdlt einen kommutativen Ring; er heiBt der Restklassenring Z modulo n
und wird mit Z/(n) oder Z/nZ oder Z,, hgzeichnet.

@ Die Abbildung (Z,+, ) = (Zy, +n, n), £ — ,Rest der Division von £ durch n" ist
ein Ringhomomorphismus.
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3.6 Restklassen in Polynomringen

3.6.1 Einfiihrung und Definitionen

Der Begriff der Restklasse stammt urspriinglich aus der Teilbarkeitslehre in Z; (Z, +,-)
ist ein kommutativer Ring).
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Bemerkungen m

@ Fir /.m e Z gilt:
m € [f], <= mmodn ={modn.

Gilt m € [f],,, so schreibt man auch m = Eénod n)oder m = E@od -n)und spricht
»m kongruent ¢ modulo n".

e
3.6 Restklassen in Polynomringen = V
3.6.1 Einfiihrung und Definitionen fa®

Der Begriff der Restklasse stammt urspriinglich aus der Teilbarkeitslehre in Z; (Z, +, )
ist ein kommutativer Ring).

Definition 153
Sei n eine fest gewdhlte ganze Zahl # 0. Fiir jedes £ € Z heiBt die Menge
@
[0 :={m € Z: m — £ ist durch n teilbar}

die Restklasse von ¢ modulo 7.
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Bemerkungen .

.. =]
© Kongruenz modulo n definiert auf Z eine Aquivalenzrelation ~p,: m e~y {1 <= @ g 8
teilt m — £, und [£],, ist die Aquivalenzklasse von ¢.

@ Auf der Menge aller Restklassen [£],, kann man Addition und Multiplikation wie
folgt definieren

M/vmﬂhamg vom Rapraie
[)n +n [M]n = [ + m]n, [O)n -n [m]n == [€ - m]n,

und erhlt einen kommutativen Ring; er heiBt der Restklassenring Z modulo n
und wird mit Z/(n) oder Z/nZ oder Z,, bezeichnet.

@), = [emed,

wegen Kemqraers
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Restklassen kénnen auch im Polynomring K [z] (K ein Kérper) gebildet werden. : L i

Definition 154 -
Sei g € K|xz] ein Polynom, grad(g) > 1. Fiir jedes f € K[x] heiBt die Menge

[flg :={h € K[z] : h — f ist durch g teilbar}

die Restklasse von f modulo g.
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@ . Kongruenz modulo g* definiert auf K[z] eine Aquivalenzrelation ~gthe~g foag
<= h— fist durch g teilbar, und [f], ist die Aquivalenzklasse von f. s g
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© , Kongruenz modulo g" definiert auf K[z] eine Aquivalenzrelation ~,: h ~, f 4

<= h— [ ist durch g teilbar, und [f], ist die Aquivalenzklasse von f. ] g

Q Auf der Menge aller Restklassen [f], kann man Addition und Multiplikation wie :
folgt definieren

[flg + [hlg = [f + hlg, [flg - [hlg := [f - P,

und erhélt einen kommutativen Ring; er heiBt der Restklassenring K [z] modulo g
und wird mit K[z]/(g) bezeichnet.
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@ . Kongruenz modulo g" definiert auf K[z] eine Aquivalenzrelation ~,: h ~, f 4 /
<= h— f ist durch g teilbar, und [f], ist die Aquivalenzklasse von f. = g

@ Auf der Menge aller Restklassen [f]; kann man Addition und Multiplikation wie
folgt definieren

[flg + [Mlg == [f + Rlg, [f]g - [Mg = [f - Blg,

und erhalt einen kommutativen Ring; er heiBt der Restklassenring K [z] modulo ¢
und wird mit K[z]/(g) bezeichnet.
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Satz 155
Sei g € K[x] ein Polynom, d = grad(g) > 1. Dann ist die Abbildung Sty 155
atz
(K[w]/(g), +, ) N (K[l‘]dh +4, ‘g) , [f]g s Rem(f) Sei g € K[CE] ein Polynom, dﬁ grad(g) > 1. Dann ist die Abbildung
. . . ) . . Kz +,) = (K[z]g, +g, - — Rem
ein Ringisomorphismus, die Umkehrabbildung ist gegeben durch v — [r], . (Klal/(9):+) = (Elala: +,-0) - [la (f)
ein Ringisomorphismus, die Umkehrabbildung ist gegeben durch r — [r], .
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Satz 135
Zu je zwei Polynomen a(z) und b(z), b # 0, gibt es eindeutig bestimmte Polynome
g(z) und r(z), so dass

a(z) = q(z)b(z) + r(z) und r = 0 oder grad(r) < grad(b).

Satz 155
Sei g € K|[z| ein Polynom, d = grad(g) > 1. Dann ist die Abbildung

(K[a]/(9), +:) = (K[zlas +4,29) [flg = Rem(f)

ein Ringisomorphismus, die Umkehrabbildung ist gegeben durch r s [r], .
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Beweis:
Es gilt
(1]
[fly =[]y &= 9lf <= Rem(f)=0
Satz 155
Sei g € K|xz] ein Polynom, d = grad(g) > 1. Dann ist die Abbildung
(K[2l/(g),+, ) = (K[zla, +g.g) s [flg = Rem(f)
ein Ringisomorphismus, die Umkehrabbildung ist gegeben durch v — [r], .
& R
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Beweis: o
Es gilt "ol e
(1]
[fls =101y <= glf <= Rem(f)=0 Satz 156
Sei K ein Kérper mit n Elementen, und sei g € K[z], d = grad(g) > 1. Dann besitzt
2] K[z]/(g) genau n? Elemente.
[flg + [Blg = [f + hlg = Rem(f + h) =
Rem(f)+ Rem(h) = Rem(f)+4 Rem(h)
o

[£lg - [hlg = [f - 1]g = Rem(f - h) @
= Rem(Rem(f)- Rem(h)) = Rem([) -4 Rem(h).

Aus (1) - (3) folgt, dass obige Abbildung wohldefiniert, injektiv und ein
Ringhomomorphismus ist; sie ist auch surjektiv, denn fir f € K|[z]q ist
Rem(f) = f. -
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Satz 158 '.f |

Sei g € K[z], grad(g) > 1. Dann gilt: 2 g ®

K[z]/(g) ist ein Kérper & g ist irreduzibel.
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Satz 158 './ |

Sei g € K|z], grad(g) > 1. Dann gilt: ag e

K[z]/(g) ist ein Kérper & g ist irreduzibel.

Beweis:

“=" Sei K[z]/(g) ein Kérper. Angenommen, g ist nicht irreduzibel. Dann gibt es
91,92 € Klz] mit g = g1 - g2 und grad(g1), grad(gz) > 1.
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Satz 158 './ |

Sei g € K[z], grad(g) > 1. Dann gilt: o,

K|z]/(g) ist ein Kérper < g ist irreduzibel.

Beweis:

"=" Sei K[r]/(g) ein Kbrper. Angenommen, g ist nicht irreduzibel. Dann gibt es
91,92 € K[z] mit g = g1 - g2 und grad(g:), grad(gz2) > 1.
Da d := grad(g) = grad(g1) + grad(gz), folgt grad(g1) < d und grad(gs) < d.
Also gilt [g1]y # [0]4 und [ga]g # [0],. Jedoch ist
[91lg - [92]¢ = [9192]5 = [9]g = [0], ,
d.h. [g1]4 und [g2], sind Nullteiler. In einem Korper gibt es jedoch keine Nullteiler
(vgl. Satz 123).
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Beweis (Forts.):

"«<" Sei g irreduzibel, und sei [f], # [0], gegeben.
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3.7 Konstruktion endlicher Kérper

Satz 159 "of
Zu jeder Primzahl p und zu jeder nattirlichen Zahl n. > 1 gibt es einen endlichen

Kérper mit p"* Elementen; dieser wird mit GF (p™) bezeichnet (GF = Galois Field,

nach Evariste Galois (1811-1832)).
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3.7 Konstruktion endlicher Korper —
Satz 159 et

Zu jeder Primzahl p und zu jeder natiirlichen Zahl n > 1 gibt es einen endlichen
Kérper mit p™ Elementen; dieser wird mit GF(p™) bezeichnet (GF = Galois Field,
nach Evariste Galois (1811-1832)).
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3.7 Konstruktion endlicher Kérper
Satz 159 fat
Zu jeder Primzahl p und zu jeder natiirlichen Zahl n > 1 gibt es einen endlichen

Kérper mit p" Elementen; dieser wird mit GF (p™) bezeichnet (GF = Galois Field,
nach Evariste Galois (1811-1832)).

Beweis:

o~
Satz 160

Je zwei endliche Kérper mit p" Elementen sind isomorph.
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Beispiel 161
Wir betrachten den Fall K = Z3 = GF(3) und p(z) = 72 4+ 1.
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Beispiel 162 @
Fir K = Zy = GF(2) und p(z) = 2% 4+ = + 1 gilt in dhnlicher Weise "a g | I

Zolx)/(p) ={0,1, 2,2 + 1} .
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Beispiel 162 a
Fir K = Zy = GF(2) und p(z) = 22 + 2 + 1 gilt in dhnlicher Weise L )
Zolz]/(p) = {0, L,z + 1} .

Fiir die Addition und Multiplikation modulo p ergibt sich

+p | O 1 r ozt » |01 z ozt
0 0 1 T x4+ 1 0 0 0 0 0
1 1 0 rz+1 x 1 0 1 T x4+ 1
T T r+1 0 1 T 0 T r+1 1

z+1|xz+1 T 1 0 z+1]0 xz+1 1 T

Beispiel 162 =
Fir K = Zy = GF(2) und p(z) = 22 4+ = + 1 gilt in dhnlicher Weise " - !

Zs|z)/(p) ={0,1,z,x + 1} .
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Beispiel 163 a

Fiir K = Zs und g(z) = 22 + 1 gilt wiederum mg @
Zol2]/(q) = {0, 1,z 0 + 1} .
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3.8 Redundante Datenspeicherung und Fehlerkorrektur =

Seien natiirliche Zahlen k,t und s so gewéhlt, dass g .

E+2t<28—1.
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. - - /
o -(
2
o) = TIe-a),
e
clx) = Zcixl, und
k+2t—1 =
dzy= 3 da' = g(z)-elx)
=0

. a ~— a d
Satz 164 S
Fiir jedes s € N und k,t € N mit kE+ 2t < 2% — 1 ist der Reed-Solomon-Code : '

RS(s, k,t) t-fehlerkorrigierend und 2t-fehlererkennend.
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Beweis: ) 2t
Sei (fo,-- ., frtai—1) der sich nach der Ubertragung ergebende Code-Vektor, sei g(z) = H(x —af)
e = fi—d;furi=0,...,k+ 2t —1, und seien ’ ; ’
k—1
kt2t—1 k2t -1 .
e;z’ und at clx) = Zcz-xz, und
p> f@)= 2 g 2
kt2t—1

Z dix' = g(z) - e(x) .
i=0

Wir sagen, dass der Vektor der Koeffizienten von d(x) den Vektor (cg, ..., cx_1)
kodiert (Reed-Solomon-Code RS(s, k,t)).
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. L ' Beweis (Forts.): . - '
Beweis: In Matrixschreibweise sieht dies wie folgt aus:

Sei (fo,-- - frior_1) der sich nach der Ubertragung ergebende Code-Vektor, sei 1 a o o ... oftE! o f(a)

€= fi—d; fliri=0,...,k4+2t—1, und seien 1 o® o af L gAEED o f(a?)

1 o of o L. QAEFED 2 = f(aa)

k+2t—1 k+2t—1 : : : : " : : :
E ez-T und f Z fv, . 1 a-2t a‘4t aéz a2t(lﬁ‘»2t—1) Ck+2t—2 f(o-z%)

€g42t—1
Dann gilt f(z) = d(z) + e(x), und es folgt

fla')=e(@’) firalle1<i<2t.
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Beweis (Forts.): "
In Matrixschreibweise sieht dies wie folgt aus:
1 a o o kt2t—1 €o Fla)
Lo ot af 2042t 1) €1 F(o?)
1 o af of 30k +2t=1) €2 f(ag)
1 a2t aét o6t azt(khtﬂ) €212 f(c?‘)
Ek42t—1
Falls nur ei,, ..., €; ungleich 0 sind, fallen Spalten weg und es ergibt sich
afl ai? o aif ' fle)
o2 iz L gl €iy f(az)
o3 a3z a3ir Cigy _ f(ag)
o2l g2tis o2t €, £ O‘£2t)
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3.8 Redundante Datenspeicherung und Fehlerkorrektur

Beweis (Forts.):

Immer wenn die Anzahl r der Spalten < der Anzahl 2t der Zeilen ist, hat diese Matrix
vollen Spaltenrang (Vandermonde-Matrix).
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Beweis (Forts.):
Immer wenn die Anzahl r der Spalten < der Anzahl 2t der Zeilen ist, hat diese Matrix
vollen Spaltenrang (Vandermonde-Matrix).
e Wenn (e(a?) =) f(a’)=0fiiri=1,...,2t, dann ist ¢; = O fiir alle i eine
Lésung, und zwar dann die einzige (Spaltenrang).

o Falls <t Fehler aufgetreten sind, kénnen wir entsprechende ¢;; eindeutig
bestimmen (z.B. durch Probieren) und damit die d; rekonstruieren.
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3.8 Redundante Datenspeicherung und Fehlerkorrektur




