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‘ Einfiihrung in die (induktive) Statistik X~ Ren( ‘9)

X (Y

Typische Fragestellung der Statistik: Y ,\l( 1
Auf Grund einer Problemmodellierung sind wir interg:“siert arl:-‘ 4 )
Zufallsexperiment beschrieben durch ZV X.
Problem: Verteilung von X ist nicht vollstandig bekannt.

Z.B.: X ~ N(u,1) fiir unbekanntes /.

Gegeben: Wiederholungen X, X, ..., X,, des Experiments
D.h.: X, Xy,..., X, sind identisch verteilt.

Haufige Annahme: Xq,..., X,, unabhingig.

ergeben Beobachtungen/Stichprobe zq, ..., x,.

> Versuche mit Hilfe der Stichprobe Riickschliisse auf die Verteilung von
X zu ziehen.
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| Beispiel: Anzahl Taxis

Situation:
Beobachten von vorbeifahrenden Taxis.

Jedes Taxi tragt eine eindeutige Nummer.

Nummer des i-ten beobachteten Taxis: x; € N.

O & .
| Beispiel: Anzahl Taxis
Modellierung;:
Wir treffen folgende (sinnvolle?) Annahmen:
e Beobachtung eines Taxis entspricht Zufallsexperiment X:
Ziehung eines zufilligen Wertes aus [M],

wobei M die gesuchte Anzahl der Taxis (der unbekannte Parameter)
ist.

e Beobachtung von n Taxis entspricht n unabhangigen Wiederholungen

von X:
Fragestellung:
Unabhangige ZVen X,..., X,, mit X, ist gleichverteilt tiber [M].
' Wie viele Taxis gibt es? g8 : " iete [M]
e Beobachtete Nummer x; ist das Ergebnis des Experiments X;.
Formalisierung des Problems:
Unter diesen Annahmen und gegeben die Stichprobe xq, ..., z,
i i bestimme einen Schitzwert fiir M.
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3. Konfidenzintervalle

Bei der Verwéndung von Schatzvariablen geht man davon aus, dass
der erhaltene Schitzwert ,,nahe" beim gesuchten Parameter ¢
liegt. Die Schatzungen werden , besser”, je groBer die betrachtete
Stichprobe ist. Diese Angaben sind aus quantitativer Sicht
natiirlich unbefriedigend, da nicht erkennbar ist, wie gut man sich
auf den Schitzwert verlassen kann.

Die Losung dieses Problems besteht darin, statt einer
Schatzvariablen U zwei Schatzer U/ und Us zu betrachten. Uy und
Us werden so gewdhlt, dass

PI‘[U]SHSUQ}ZI—O!.

Die Wahrscheinlichkeit 1 — « heiBt Konfidenzniveau und kann dem
»Sicherheitshediirfnis” angepasst werden.
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Wenn wir fiir eine konkrete Stichprobe die Schatzer U7 und Us
berechnen und davon ausgehen, dass 6 € [Uy, Us] ist, so ziehen wir
hochstens mit Wahrscheinlichkeit «v einen falschen Schluss.

(U1, Us| heiBt Konfidenzintervall.

In vielen Fallen verwendet man nur eine Schatzvariable UV und

m e

Sei X eine N'(u, 0?)-verteilte Zufallsvariable, und seien

X1, ..., X, n zugehdrige Stichprobenvariablen. GemaB der
Additivitat der Normalverteilung (siehe Satz 78) ist das
Stichprobenmittel X ebenfalls normalverteilt mit X ~ A (g, Usz)
Wir suchen fiir X ein symmetrisches Konfidenzintervall. '

Nach Lemma 72 ist

7 konstruiert mittels U1 :=U — § und Us := U + 4 ein 7 X —pu
symmetrisches Konfidenzintervall [ — §,U + 4]. Z = g
i i standardnormalverteilt.
IR
Fir Z betrachten wir das Konfidenzintervall [—¢, ] fiir ein Fiir Z betrachten wir das Konfidenzintervall [—c, ¢] fir ein
geeignetes ¢ > () und setzen geeignetes ¢ > 0 und setzen )

Pr[—CSch}él—(y.
Aufldsen nach p ergibt
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Das gesuchte Konfidenzintervall lautet also

CO — ca
X+

K=[X-—~ 7
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Pr[—CSZg(r;]él—(y.

Auflésen nach u ergibt
—  co]
P X——< < X + =1-a.
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Das gesuchte Konfidenzintervall lautet also

— 0 — O
K=X—-—X+—/—|.
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Den Parameter ¢ wahlen wir wie folgt:

Prl—c < Z <¢|=®(c) —P(—c) =1—a.

Wegen der Symmetrie von ¢ gilt &(—x) =1 — ®(x) und wir
erhalten

D) = B(—0) =2-B(c) — 1L 1—a > D) =1-7,
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Den Parameter ¢ wihlen wir wie fol‘gjp
(Pr[—c < ] th;(i)f B(—c) = 1 ~a. ?3('»)

Wegen der Symmetrie von @ gilt ®(—xz) =1 — ®(x) und wir
erhalten

B(e) = B(—c)=2-B(c)—1=1—a += &)

j also o I also
- c=o! (1 - —)
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Definition 98
X sei eine stetige Zufallsvariable mit Verteilung Fx. Eine Zahl z,,
mit Damit kdnnen wir das gesuchte Konfidenzintervall angeben durch
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heiBt v-Quantil von X bzw. der Verteilung Fx.

Definition 99

Fiir die Standardnormalverteilung bezeichnet z, das y-Quantil.
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4. Testen von Hypothesen

4.1 Einfiihrung

Bislang haben wir versucht, Parameter von Verteilungen zu
schatzen. In der Praxis ist man jedoch oft an der eigentlichen
Kenntnis dieser Parameter gar nicht interessiert, sondern man
maochte gewisse, damit zusammenhangende Behauptungen
tiberpriifen.

Im Folgenden stellen wir die Bestandteile eines statistischen Tests
anhand eines abstrakten Beispiels vor. Wir betrachten dazu eine
Zufallsvariable X mit Pr[X = 1] =pund Pr[X =0] =1 —p.
Durch einen Test soll iiberpriift werden, ob p < 1/3 oder p > 1/3
gilt.




