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Beweis:

[des Zentralen Grenzwertsatzes| Wir betrachten X} := (X; —
furi=1,....,n mit E[X] = 0 und Var[X] = 1. Damit gilt
(gem3B vorhergehendem Beispiel)

]‘I/IZ(t) = ]E[Gtz] — E[er(Xf_'_"'X;)/\/ﬁ]
= ﬁfxf(t/\/ﬁ) C 'A'if)(;;(t/\/ﬁ).

Fiir beliebiges i betrachten wir die Taylorentwicklung von
M+ (t) =: h(t) an der Stelle t =0

h(t) = h(0) + A’ (0) - t + @ 2+ O?).

Aus der Linearitdt des Erwartungswerts folgt

W(t) = E[e™ - X7] und 1"(t) = B[ - (X7)?].

T
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3.2 Zentraler Grenzwertsatz

Satz 81 (Zentraler Grenzwertsatz)

Die Zufallsvariablen X1, ..., X,, besitzen jeweils dieselbe
Verteilung und seien unabhangig. Erwartungswert und Varianz von
X, existieren fiiri =1,...,n und seien mit i bzw. 0% bezeichnet
(02 >0).

Die Zufallsvariablen Y,, seien definiert durchY,, == X7 +... + X,
fiir n > 1. Dann folgt, dass die Zufallsvariablen

Yo —np
o\n

asymptotisch standardnormalverteilt sind, also Z,, ~ N(0,1) fiir
n — oo.

Ly =

Beweis (Forts.):
Damit gilt
W (0) = E[X;] =0 und 2"(0) = E[(X])?] = Var[X] = 1.

Durch Einsetzen in die Taylorreihe folgt h(t) = 1+ /2 + O(#3),
und wir kdnnen Mz(t) umschreiben zu

t2 3 " 2 4
My(t) = (1 + o +0 (m)) — et"/? fiir n — oo,

Aus der Konvergenz der momenterzeugenden Funktion folgt auch
die Konvergenz der Verteilung. Damit ist Z asymptotisch
normalverteilt.
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Der Grenzwertsatz von de Moivre (Satz 74) ist ein Korollar des
Zentralen Grenzwertsatzes:

Korollar 82 (Grenzwertsatz von de Moivre)

X1,..., X, seien unabhangige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit gleicher Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt fiir die
Zufallsvariable H,, mit

H??. = X] + ...+ X-n.
fiirn > 1, dass die Verteilung der Zufallsvariablen

H, —np
np(l —p)

H =

n

fiir n — oo gegen die Standardnormalverteilung konvergiert.

D—T

Beweis:

Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Zentralen
Grenzwertsatz, da yo = 2E[H,,] = p und

0% = Lvar[H,| = p(1 —p). O
Bemerkung

Wenn man X3,...,X,, als Indikatorvariablen fiir das Eintreten
eines Ereignisses A bei n unabhingigen Wiederholungen eines
Experimentes interpretiert, dann gibt H,, die absolute Haufigkeit
von A an.
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Beweis:

[des Zentralen Grenzwertsatzes| Wir betrachten X} := (X; — p)/o
furi=1,....,n mit E[X] = 0 und Var[X] = 1. Damit gilt
(gem3B vorhergehendem Beispiel)

Mz(t) = E[et?] = E[e! X+ TX0)/vin

= Mx;(t/vn) ... |Mx;(t/vn). /

Fiir beliebiges i betrachten wir die Taylorentwicklung von
M+ (t) =: h(t) an der Stelle t =0

h(t) = h(0) + A’ (0) - t + @ 2+ O?).

Aus der Linearitdt des Erwartungswerts folgt

W(t) = E[e™ - X7] und 1" () = B[ - (X7)?).

T

Siddhant Goel
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Beispiel 83
Physical constants, National Institute of Standards and Technology

(http://physics.nist.gov/constants) (June 2012)

Newtonian constant of gravitation G

Value 6.673 84 x 107" m3 kg=! s72
Standard uncertainty 0.000 80 x 107" m? kg~! s72
Concise form  6.673 84(80) x 107! m3 kg1 s 2

Was ist die “standard uncertainty”?
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Beispiel 83

Physical constants, National Institute of Standards and Technology
(http://physics.nist.gov/constants) (June 2012)

Newtonian constant of gravitation G

Value 6.67384 x 107" m3 kg=! s72
Standard uncertainty 0.000 80 x 10=!'!' m? kg=! 572
Concise form  6.673 84(80) x 10 ! m3 kg1 s 2

Was ist die “standard uncertainty”?

6. 631y T &0
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Beispiel 83

Physical constants, National Institute of Standards and Technology
(http://physics.nist.gov/constants) (June 2012)

Newtonian constant of gravitation G

Value 6.673 84 x 107" m3 kg=! s72
Standard uncertainty 0.000 80 x 10! m? kg™! s72
Concise form  6.673 84(80) x 10 ' m3 kg 1 s 2

Was ist die “standard uncertainty"?

6. 6r1¢y T &0
‘-‘_'—‘—-—-__.

3.3 Elementarer Beweis des Grenzwertsatzes von de Moivre
firp=1/2

Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit Prla < Hj < b] fiir
p=1/2und a,b € R mit a < b. Wenn die Verteilung von H;, , wie
in Korollar 82 angegeben, gegen N(0, 1) konvergiert, so sollte
Prla < H3, <b] =~ j{f @(t) dt fiir geniigend groBe n gelten.

Wir schreiben f(n) ~s g(n) fiir lim,, .o f(n)/g(n) = 1, wollen
also zeigen:

b
Prla < H3, < b ~s f (1) dt.
a

Da fiir Hs,, ~ Bin(2n,1/2) gilt, dass E[H3,| = n und
Var[Hs,| = n/2 ist, erhalten wir

Hy, —n
n/2

* —
HQn -

1




O &

und es folgt

Prla < Hj, < bl =Pr[n+ayn/2 < Hy, <n+by/n/2
= Z Pr[Hos, = n +i]
i€ln

fir 1, :={z € Z | ay/n/2 < z < by/n/2}. Damit ist
2n 1\*"
P' < H:* < b = . — .
I[a— 2n = } § :(n'i'?) (2)

i€ly

~"

=Pn,i

. E—— ;

m e

Historisch gesehen entstand Korollar 82 vor Satz 81.

Fiir den Fall p = 1/2 wurde Korollar 82 bereits von Abraham de
Moivre (1667-1754) bewiesen. De Moivre war gebiirtiger Franzose,
musste jedoch aufgrund seines protestantischen Glaubens nach
England flichen. Dort wurde er unter anderem Mitglied der Royal
Society, erhielt jedoch niemals eine eigene Professur.

Die allgemeine Formulierung von Korollar 82 geht auf Pierre Simon
Laplace (1749-1827) zuriick. Allerdings vermutet man, dass die
Losung des allgemeinen Falls p # 1/2 bereits de Moivre bekannt
war.
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Beispiel 83

Physical constants, National Institute of Standards and Technology
(http://physics.nist.gov/constants) (June 2012)

Newtonian constant of gravitation G

Value 6.673 84 x 107" m3 kg=! s72
Standard uncertainty 0.000 80 x 107! m? kg~! 572
Concise form  6.673 84(80) x 10 ' m3 kg 1 s 2

Was ist die “standard uncertainty"?

6. 621¢y T &0
‘ta—.:.—__—_—._.\___\)
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und es folgt

Prla < H3, < bl =Pr[n+ay/n/2 < Hayy < n+by/n/2)

= Z Pr[Ha, = n + i
€1,

fir I, :={z € Z | a\/n/2 <z < by/n/2}. Damit ist
2n 1\
Prla < Hy <] = | = .
I[Q—HZH,—Z)] Z (n+€) (2)
IGJTn -~ -
='Pn,i
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Es gilt

ot 2n 1 2”_ (2n)! (1™
MaAXPni = Pn = | 2 C(n)? \2 |

und mit der Stirling’schen Approximation fiir n!

(2n)?" . e .21 - 2n (1)2” 1
(nm-e " \/2mn)? 2 Vn'

Pp ~oo

Ersetzen wir nun die p,; durch p}, so entsteht dabei ein Fehler,

den wir mit g, ; := p};i;’ bezeichnen.
3

D—T

Fiir i > 0 gilt

o B (2n)!-n!-n!
Ini = (211) _ (;)‘2” (n+d)! - (n—1)! (2n)!

Wegen der Symmetrie der Binomialkoeffizienten gilt g, —i = gn.,
womit auch der Fall i < 0 abgehandelt ist.

W I —
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Man macht sich leicht klar, dass 1 — 1/ <Inx <z — 1 fir 2 > 0
gilt. Damit schlieBen wir, dass

: 2j —1 d 2j — 1
In H(l-n+j) =Zln(ln+j)
. pa .

j=1

dai=O(yn) fiiri € I,

med—LJ
| \
| |
SR I =
_|_
Qo
TN
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Ebenso erhalten wir

'i 2j — 1 ! 2j — 1\
1 1-2 > 1-(1-=
G252 (- () )

Jj=1

? 2 —1

B —254+1 _
ZIL*J‘F]. ;rfr

) .9
; ; 1
! __l__o(_),
n—i n vn

=o(%) < i < eféw(%)

Zusammen haben wir

Wegen +00/Vi) = 1 + o(1) folgt daraus ¢n; ~oc e=t/n,

- __Q_A'\l—ti
@
|
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Il
|
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I Damit schatzen wir nun Prla < Hj,, < b] weiter ab:
1 2/,
Prla < HX < b = n . P . el /n.
[ = HMap = ] Z Py - Ani 0o \/ﬁ Z
icly icln,
:?lrgn

Mit § := +/2/n kdnnen wir die Summe S;, umschreiben zu

n = Z é’(" (’5)2 3
27*

!EL’L

Diese Summe entspricht einer Niherung fiir

Jro(t)dt = # J¥ e /2 dt durch Aufteilung der integrierten

Flache in Balken der Breite 8. Fiir n — co konverglert die Flache
der Balken gegen das Integral, d. h. S, ~u f t) dt.

M L

m e

g.ed.
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4. Die Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung ist in gewisser Weise das kontinuierliche
Analogon zur geometrischen Verteilung. Wie die geometrische
Verteilung ist sie ,,geddchtnislos” ist. Sie spielt daher vor allem bei
der Modellierung von Wartezeiten eine groBe Rolle.

o &
Ebenso erhalten wir

: 2j — 1 : 2 —1\ "\ -
1 1- >N (1-(1-2
(I(-35)) 22 (- (-35) )

J=1

i

B —27+1 B 27 —1
ZFL*J+1 ;r\t*?

52 o
__ __@__o(i)_
n—i n Vvn

Zusammen haben wir
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Wegen ¢
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Beispiel 37

Aus “Stichworte zu FRM Il in Bezug auf Erdbeben in Japan”:
FRM Il ist analog zu allen deutschen KKWs nach einem
Ermessenserdbeben nach der MSK Skala ausgelegt. Die
Bemessungsintensitat fiir FRM Il lautet /(M SK) =VI-VII
mit Eintrittswahrscheinlichkeit 1077 /a.

(VI: leichte Verputzschaden an Gebaduden. VII: Risse im Verputz, in
Winden und an Schornsteinen.5-0-6.3 auf der Richterskala).

In der seismographischen Region Bayerische Molasse sind aus den
vergangenen Jahrhunderten insgesamt 6 tektonische Erdbeben
berichtet. Das starkste mit I(MSK) = VI ereignete sich am
9.10.1935 bei St. Martin in Osterriech 135 km &stlich von
Garching. Auf Grund der Entfernung I9ste dieses und alle anderen
Erdbeben nur sehr schwache Bodenbewegungen in Garching aus
mit [(MSK)=1I1—-1V.

(11: nur von wenigen Personen gespiirt. IV: von vielen Personen
gespiirt; Geschirr und Fenster klirren.)
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Wegen lim,, ..o (1 — %)” = e~ gilt daher fiir die Zufallsvariablen

}/n = %X:u,n dass

lim Pr[Y,, <t] = lim Pr[X,, <t-n]

n—oc n—oo

tn
= lim [1 — (1 — /\) ]

=1—¢ M,

Die Folge Y,, der (skalierten) geometrisch verteilten
Zufallsvariablen geht also fiir n — oo in eine exponentialverteilte
Zufallsvariable mit Parameter A uber.

WS 1

m e

B —— [

A+ &ty &2y —— b
4.2 Die Exponentialverteilung als Grenzwert der
geometrischen Verteilung

Erinnerung: Die Poisson-Verteilung l3sst sich als Grenzwert der
Binomialverteilung darstellen.

gometrisch verteilter Zufallsvariablen

Mir betrachten eine Folge—pe i
@ it Parameter p, @I Fiir ein beliebiges k € N ist die
Vahrscheinlichkeit, dass X,, < k- n, gleich

o &
Ebenso erhalten wir

: 2j —1 : 2j —1\ "
1 1— > 1-(1-2
(I(-35)) 22 (- (-35) )

1=1

i

B —27+1 B 27 —1
ZFL*J+1 ;r\t*?
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Zusammen haben wir
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Beispiel 36 (Forts.)

Die folgende Tabelle zeigt Pr[X < a| fiir k =3, a =5 und
verschiedene Werte von n:

n | Pr[X <5

5 1

6 0.9844

8 0.9640

24 0.9297
24 %60 | 0.9163

Fiir eine Poisson-verteilte Variable X mit A = 3 erhalten wir
Pr[X < 5] = 0.9161
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Analog erhalten wir

oo
= [t2 . (—r’*’\t)} +/ 2t - e M dt
0 0
2 2
5 ElX] =
und somit 1 )
2 _
E[X] =2 u

I — R
5
=
|
=
%

D—T

4.1 Erwartungswert und Varianz

oo
E[X]/ t-A-e Mdt
0

- [}
[
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4.2 Die Exponentialverteilung als Grenzwert der
geometrischen Verteilung

Erinnerung: Die Poisson-Verteilung l3sst sich als Grenzwert der
Binomialverteilung darstellen.

gometrisch verteilter Zufallsvariablen

Mir betrachten eine Folge—pe
@ it Parameter p, — i
Vahrscheinlichkeit, dass X,, <k -

JFiir ein beliebiges k € N ist die

n, gleich
I P X < k,n Z(l —pn n = Pn\
i “/ = _' £
_ _ kn
] ) = Pn- ! (1}'3 pn) = Il =
| eeon T
4 k- /
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Satz 86 (Gedachtnislosigkeit)

Eine (positive) kontinuierliche Zufallsvariable X mit Wertebereich
R™ ist genau dann exponentialverteilt, wenn fiir alle =,y > 0 gilt,
dass

PriX>z+4+y| X >yl =Pr[X >z (*)

Beweis:

Sei X exponentialverteilt mit Parameter A. Dann gilt
PriX>z+y X >y
Pr[X > X = : :
I X>z+y| X >y PrX > 4]
~ Pr[X > a4y
- Pr[X >y

:F’_—/\yze_/\m:PT[X>;I?].

m e

T[]

-

Beweis (Forts.):

Sei umgekehrt X eine kontinuierliche Zufallsvariable, die die
Gleichung (x) erfiillt. Wir definieren g(x) := Pr[X > z|. Fir
x,y > 0 gilt

gz +y) =Pr[X >z +1y]
=PriX>z+y|X >yl Pr[X >y
= Pr[X > a] - Pr[X > y| = g(2)g(y) .

Daraus folgt durch wiederholte Anwendung

9(1):9(%+---+%): (g(i))n fir allen € N

n-mal

und somit insbesondere auch g(1/n) = (g(1))"/™.

[HREN
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Satz 86 (Gedachtnislosigkeit)

Eine (positive) kontinuierliche Zufallsvariable X mit Wertebereich
R ist genau dann exponentialverteilt, wenn fiir aﬁ@gﬁt,

dass )
Pr[X @ﬁq x> y] = Pr[X > 4]. (*)
lo
Beweis:

Sei X exponentialverteilt mit I[D rameter A. Dann gilt
Pr[X >:1:+u,X>’u|
PrlX > X >yl =
~ Pr[X > a4y

( ,] Pr[X > y]
r( A nn - ef)\(m+y) e
P (ﬁ‘nj‘ m :_;6_—/\1,:61_‘ :Pr[X>;c]._

N
Aol elxixy)s -

T[]

-

Beweis (Forts.):

Sei umgekehrt X eine kontinuierliche Zufallsvariable, die die
Gleichung (x) erfiillt. Wir definieren g(x) := Pr[X > z|. Fir
x,y > 0 gilt

gz +y) =Pr[X >z +1y]
=PriX>z+y|X >yl Pr[X >y
= Pr[X > 2] - Pr[X > y] = g(x)g(y) .

Daraus folgt durch wiederholte Anwendung

9(1):9(%+---+%): (g(i))n fir allen € N

n-mal

und somit insbesondere auch g(1/n) = (g(1))"/™.
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Beweis (Forts.):

Da X nur positive Werte annimmt, muss es ein n € N geben mit
g(1/n) > 0. Wegen 0 < g(1) < 1 muss es daher auch ein A > 0
geben mit g(1) = e

Nun gilt fiir beliebige p,q € N

9(p/a) = 9(1/a)" = g(1)"",
und somit g(r) = e " fiir alle r € Q*.
Aufgrund der Stetigkeit folgt daraus

glz) =€

m e

T[]

-

Beweis (Forts.):

Sei umgekehrt X eine kontinuierliche Zufallsvariable, die die
Gleichung (x) erfiillt. Wir definieren g(z) := Pr[X > z|. Fir
x,y > 0 gilt —

gl +y) =Pr[X >z + ]
=PrX>z+y|X >yl Pr[X >y
= Pr[X > z] - Pr[X > y] = g(z)g(y).

Daraus folgt durch wiederholte Anwendung

9(1):9(%+---+%): (g(;))n fir allen € N

n-mal

und somit insbesondere auch g(1/n) = (g(1))"/".

[HREN
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Satz 86 (Gedachtnislosigkeit)

Eine (positive) kontinuierliche Zufallsvariable X mit Wertebereich
R ist genau dann exponentialverteilt, wenn fiir aﬁ@gﬁt,
dass

PriX>z+4+y| X >y =Pr[X > z]. (*)

Beweis:
Sei X exponentialverteilt mit I[D rameter A. Dann gilt
Pr[X >:1:+u,X>’u|
PrlX > X >y =
~ Pr[X > a4y

( f] PriX > y]

r(ARD — e~ Mz ty) .

Y (ﬁiﬂj‘» m :_;e_—Ay:eT“\ —Pr[(X>;;[:]_
he R elxexnyls l-0d)

T[]

-

Beweis (Forts.):

Da X nur positive Werte annimmt, muss es ein n € N geben mit
g(1/n) > 0. Wegen 0 < g(1) < 1 muss es daher auch ein A > 0
geben mit g(1) = e,

Nun gilt fiir beliebige p,q € N

g(p/a) = 9(1/q)" = g(1)"/",
und somit g(r) = =" fiir alle r € Q.
Aufgrund der Stetigkeit folgt daraus

g(x) = e
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Satz 86 (Gedachtnislosigkeit)

Eine (positive) kontinuierliche Zufallsvariable X mit Wertebereich
R* ist genau dann exponentialverteilt, wenn fiir aﬁ@gﬁt,
dass

PriX>z+4+y| X >yl =Pr[X >z (*)

Beweis:

Sei X exponentialverteilt mit I[D rameter A. Dann gilt
Pr[X >:1:+u,X>’u|
Pr|X X =
I X>z+y| X >y PY{X>U
~ Pr[X > a4y

PriX > y]

r(A nnf] — e~ Maty) .
?I’ (ﬁiﬂj‘» m :—36’_—’\1’261:\ :PF[X>;;[:]_

N
Aol alxtxy)s |-

m e

Beweis (Forts.):

Da X nur positive Werte annimmt, muss es ein n € N geben mit
g(1/n) > 0. Wegen 0 < g(1) < 1 muss es daher auch ein A > 0
geben mit g(1) = e

Nun gilt fiir beliebige p,q € N

9(p/a) = 9(1/q)" = g(1)"",
und somit g(r) = =" fiir alle r € Q.
Aufgrund der Stetigkeit folgt daraus

g(x) = e

[HREN
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g(h) = (x> 1]

Beweis (Forts.):

Sei umgekehrt X eine kontinuierliche Zufallsvariable, die die

Gleichung () erfiillt. Wir definieren [g(x) := Pr[X > z]. Fir

z,y > 0 gilt

glx+y) =Pr[X >z +y
=PriX>z+y|X >y| Pr[X >y
=Pr[X > 2] - Pr[X > y] = g()g(v) .

Daraus folgt durch wiederholte Anwendung

g(l):g(%Jr---Jr%) = (g(i))n firallene N

n-mal

und somit insbesondere auch g(1/n) = (g(1))'/™.

T[]

-

Beweis (Forts.):

Da X nur positive Werte annimmt, muss es ein n € N geben mit

g(1/n) > 0)Wegen 0 < g(1) < 1 muss es daher auch ein A > 0

—

geben mit g(1) = e .
Nun gilt fiir beliebige p,q € N

9(p/a) = 9(1/q)" = g(1)"",
und somit g(r) = =" fiir alle r € Q.
Aufgrund der Stetigkeit folgt daraus

g(x) = e
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Beweis (Forts.):

Da X nur positive Werte annimmt, muss es ein n € N geben mit

g(1/n) > 0)Wegen 0 < g(1) < 1 muss es daher auch ein A > 0
geben mit g(1) = e T -

fh (X >x]
) - |-¢

Nun gilt fiir beliebige p,q € N

9(p/q) = g(1/q)" = g(1)"/4,

und somit g(r) = e~ fiir alle r € Q7.

Aufgrund der Stetigkeit folgt daraus

glz) = e,

Vor dem SchlieBen die Anderungen in "2012-dwt.pdf*
speichem?

\ V;rwe-en:_] Abhla}iu\

Da X nur positive

Wegen 0 < g(1) <1 mus:
geben mit g(1) = e .

—_Q —
Nun gilt fiir beliebige p,q € N
g(p/q) = g(1/q)" =
und somit g(r) = e fiir alle 7 € QF |

Aufgrund der Stetigkeit folgt daraus

MDE o L
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